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✈✐❞❛✱ ♣♦- .✉. ❝♦♥.❡❥♦.✱ ♣♦- .✉. ♦-❛❝✐♦♥❡.✱ ❣-❛❝✐❛. ♣♦- #♦❞♦✳
M♦- N❧#✐♠♦✱ ♣❡-♦ ♥♦ ❡♥ N❧#✐♠♦ ❛ ❧♦. #❡.#✐❣♦. ❞❡ ♠✐. ♠✐.❡-✐❛. ② ❞❡ ♠✐. ❣-❛♥❞❡✲
③❛.✱ ❡❧ ❛♣♦②♦ ② ❡❧ .♦♣♦-#❡ ❞❡ ♠✐ ✈✐❞❛❀ ② ♣♦- ❡♥❞❡✱ ❞❡ ❡.#❛ #❡.✐.✱ ❤❛♥ .✐❞♦ ♠✐
❢❛♠✐❧✐❛ ② ♠✐. ♣❛❞-❡.✳ M❛♣3 ❊③❡F✉✐❡❧ ② ▼❛♠3 ▼❛-8❛✱ ❣-❛❝✐❛. ❛ ❧♦. ❞♦. ♥♦ .♦❧♦
♣♦- ❝♦--❡- ❝♦♥ ❧❛ ❝✉❡♥#❛✱ .✐♥♦ #❛♠❜✐<♥ ♣♦- #♦❞♦ ❡❧ ❛♣♦②♦ F✉❡ ♠❡ ❜-✐♥❞❛♥ ②
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▲❛ ♣#❡%❡♥'❡ '❡%✐% ♣#❡'❡♥❞❡ %❡# ❛✉'♦✲❝♦♥'❡♥✐❞❛✱ ❡♥ ♣#✐♠❡# ❧✉❣❛# ❞✐❢❡#❡♥❝✐❛♠♦%
✉♥ ♣#♦❜❧❡♠❛ ✐♥✈❡#%♦ ❞❡ ✉♥♦ ❞✐#❡❝'♦❀ ❧✉❡❣♦✱ ♥♦% ❝❡♥'#❛♠♦% ❡♥ ❧♦ 6✉❡ ❡% ❡❧ ♣#♦❜❧❡✲
♠❛ ❞❡ '♦♠♦❣#❛❢7❛✱ ❞❛♠♦% ❧❛ ❜❛%❡ ♠❛'❡♠8'✐❝❛ ❞❡❧ ♣♦# 6✉9 ❞❡❝✐♠♦% 6✉❡ ❞✐❝❤♦
♣#♦❜❧❡♠❛ ❡% ✐♥✈❡#%♦✱ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ✉♥❛ #❡✈✐%✐;♥ ❜#❡✈❡ ❞❡ ❧❛ '#❛♥%❢♦#♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✱
② %✉ #❡❧❛❝✐;♥ ❝♦♥ ❧♦% '✐♣♦% ❞❡ ♣#♦②❡❝❝✐♦♥❡%✳
❊❧ ♦❜❥❡'✐✈♦ ❞❡ ❧❛ '♦♠♦❣#❛❢7❛ ❝♦♠♣✉'❛#✐③❛❞❛ ❡% #❡❝♦♥%'#✉✐# ❧❛ ♣❛#'❡ ✐♥'❡#♥❛ ❞❡
✉♥ ♦❜❥❡'♦ %✐♥ '❡♥❡# ❧❛ ♥❡❝❡%✐❞❛❞ ❞❡ ❛❜#✐#❧♦✱ ❞✐❝❤♦ ♣#♦❝❡❞✐♠✐❡♥'♦ ❡% ❝♦♥♦❝✐✲
❞♦ ❝♦♠♦ ❡♥%❛②♦% ♥♦ ❞❡%'#✉❝'✐✈♦%✳ B❛#❛ ❧♦❣#❛# ❞✐❝❤♦ ♣#♦♣;%✐'♦✱ ❧❛ '♦♠♦❣#❛❢7❛
❝♦♠♣✉'❛#✐③❛❞❛ ✉%❛ ❧❛ ❛'❡♥✉❝✐;♥ 6✉❡ %✉❢#❡♥ ❧♦% #❛②♦% X ❛❧ ❛'#❛✈❡%❛# ♣♦# ❞✐❝❤♦
♦❜❥❡'♦✳
▼❛'❡♠8'✐❝❛♠❡♥'❡ ❤❛❜❧❛♥❞♦ ❡❧ ♣#♦❜❧❡♠❛ ❛❧ 6✉❡ ♥♦% ❡♥❢#❡♥'❛♠♦% ❡% ❡❧ ❞❡ ❤❛❧✲
❧❛# ✉♥❛ ❢✉♥❝✐;♥ f : R2 → R ❝♦♥♦❝✐❡♥❞♦ %✉% ✐♥'❡❣#❛❧❡% ❞❡ ❧7♥❡❛ ❡♥ '♦❞❛% ❧❛%
❞✐#❡❝❝✐♦♥❡%✳
❈♦♠♦ ♣#✐♠❡#❛ %♦❧✉❝✐;♥ ❤❛❝❡♠♦% ✉♥ ❡%'✉❞✐♦ ❞❡ ❧❛ #❡❝♦♥%'#✉❝❝✐;♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐;♥ f
♠❡❞✐❛♥'❡ ❧❛ #❡❝♦♥%'#✉❝❝✐;♥ ❛❧❣❡❜#❛✐❝❛ ✉'✐❧✐③❛♥❞♦ ❡❧ ♠9'♦❞♦ ❞❡ ❑❛❝③♠❛#③ ♣❛#❛
%♦❧✉❝✐♦♥❛# ❡❧ %✐%'❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡% ❧✐♥❡❛❧❡%✳
❈♦♠♦ ✉♥❛ %❡❣✉♥❞❛ %♦❧✉❝✐;♥✱ #❡❝♦♥%'#✉✐♠♦% ❧❛ ❢✉♥❝✐;♥ f ✉'✐❧✐③❛♥❞♦ ❧❛ ✐♥✈❡#%✐;♥
❞❡ ❧❛ '#❛♥%❢♦#♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳ B❛#❛ ❞✐❝❤❛ ✐♥✈❡#%✐;♥ ✉'✐❧✐③❛♠♦% ❡❧ '❡♦#❡♠❛ ❞❡
❧❛ ♣#♦②❡❝❝✐;♥ ❞❡ ❋♦✉#✐❡#✱ ♦ ❛ ✈❡❝❡% ❧❧❛♠❛❞♦ ❙❧✐❝❡ ❋♦✉#✐❡# ❚❤❡♦#❡♠✳ ❆❞❡♠8%
♠♦%'#❛♠♦% ❞❡ ♠❛♥❡#❛ ❣#8✜❝❛ ❧❛ ❡①❛❝'✐'✉❞ ❞❡ ❡%'❛ #❡❝♦♥%'#✉❝❝✐;♥✳
❋✐♥❛❧♠❡♥'❡ %❛❧✐♠♦% ❞❡ ❧❛ '❡♦#7❛ ② ♥♦% ❝❡♥'#❛♠♦% ❡♥ ❧❛ ♣#8❝'✐❝❛ ♠♦%'#❛♥❞♦
❞❡ ♠❛♥❡#❛ ❝♦♥❝#❡'❛ ❝;♠♦ %❡ #❡❝♦♥%'#✉②❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐;♥ f ♣❛#❛ ❝❛%♦% ❡%♣❡❝7✜❝♦%✳
B#❡'❡♥❞❡♠♦% 6✉❡ ❧❛ ❧❡❝'✉#❛ %❡❛ ❛✉'♦✲❝♦♥'❡♥✐❞❛✱ ❡% ♣♦# ❡❧❧♦ 6✉❡ ❛❞✐❝✐♦♥❛♠♦% ✉♥
❛♣9♥❞✐❝❡ ❝♦♥ ❛❧❣✉♥♦% ❤❡❝❤♦% 6✉❡ ❝#❡❡♠♦% ♥❡❝❡%✐'❛♠♦% #❡❝♦#❞❛#✳
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❞✐❢❡&❡♥"❡4 =✉❡ ❞❡❜❡♥ 4❡& "&❛"❛❞♦4✳ ❯♥♦ ❞❡ ❡❧❧♦4 ❡4 ❧❛ ❛❞=✉✐4✐❝✐8♥ ❞❡ ❧❛4 ♣&♦②❡❝✲
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♠✐❡♥,♦ ♣.♦❣.❡!✐✈♦✱ ❞❡ ♣.❡♠✐!❛! ❛ ❝♦♥❝❧✉!✐♦♥❡! ♦ ❞❡ ❝❛✉!❛! ❛ ❡❢❡❝,♦!✳
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*♦✳
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❡* ✐♥✈❡#*♦✳ ❖.#♦ ❡❥❡♠♣❧♦✿ ❡❧ ♣#♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛# ❧❛* ❣❛♥❛♥❝✐❛* ❞❡ ✉♥
❝❛♣✐.❛❧ ✐♥✈❡#.✐❞♦ ❛ ✉♥ ✐♥.❡#D* ❞❛❞♦✱ ❞❡*♣✉D* ❞❡ ✉♥ ♥I♠❡#♦ ❞❡ ❛L♦*✱ ❡*
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❝♦♠♦ ❧❛ .❛*❛ ❞❡ ✐♥.❡#D* ♥❡❝❡*❛#✐♦* ♣❛#❛ ❛❝✉♠✉❧❛# ❡❧ ❝❛♣✐.❛❧ ❞❡*❡❛❞♦✱ ❡*
✐♥❞✐#❡❝.♦ ② .✐❡♥❡ ♠✉❝❤❛* *♦❧✉❝✐♦♥❡*✳
✷✳ ❈✐❡♥❝✐❛* ◆❛$✉0❛❧❡* ② ❙♦❝✐❛❧❡*
▲♦* ♣#♦❜❧❡♠❛* ✐♥✈❡#*♦* *♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❛✿ ❞❡ ❡❢❡❝.♦ ❛ ❝❛✉*❛ ♦ ❞❡ ♣#♦♣✐❡❞❛❞
❛ ♦❜❥❡.♦ ♦ ❝♦*❛✱ ♦ ❞❡ ♠❛❝#♦♥✐✈❡❧ ❛ ♠✐❝#♦♥✐✈❡❧✳
"♦# ❡❥❡♠♣❧♦✿ ❆♥.✐❝✐♣❛# ❧♦* ❡*.#❛❣♦* ❞❡ ✉♥❛ ❡♥❢❡#♠❡❞❛❞ ❞❛❞❛✱ ❡* ✉♥ ♣#♦✲
❜❧❡♠❛ ❞✐#❡❝.♦✳ ▼✐❡♥.#❛* A✉❡ ❝♦♥❥❡.✉#❛# ✉♥❛ ❡♥❢❡#♠❡❞❛❞ ❛ ♣❛#.✐# ❞❡ *✉*
*J♥.♦♠❛* ❡* ✉♥ ♣#♦❜❧❡♠❛ ✐♥✈❡#*♦✳
✸✳ ❚7❝♥✐❝❛
▲♦* ♣#♦❜❧❡♠❛* ✐♥✈❡#*♦* *♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠❛✿ ❞❡ ❢✉♥❝✐6♥ ❛ ♠❡❝❛♥✐*♠♦✱ ♦ ❞❡
❞✐*❢✉♥❝✐6♥ ❛ ❞❡*♣❡#❢❡❝.♦ ❡♥ ❡❧ ♠❡❝❛♥✐*♠♦✳
"♦# ❡❥❡♠♣❧♦✿ ❈❛❧❝✉❧❛# ❧♦ A✉❡ ✈❛ ❛ ❞✉#❛# ✉♥ ♣#♦❝❡*♦ ✐♥❞✉*.#✐❛❧ ❝♦♥♦❝✐❞♦✱
❡* ✉♥ ♣#♦❜❧❡♠❛ ❞✐#❡❝.♦✱ ♠✐❡♥.#❛* A✉❡ ❞✐*❡L❛# ✉♥ ♣#♦❝❡*♦ A✉❡ ✐♥*✉♠❛ ✉♥
.✐❡♠♣♦ ❞❛❞♦ ❡* ✉♥ ♣#♦❜❧❡♠❛ ✐♥✈❡#*♦✳
❉❡*❞❡ ❡❧ ♣✉♥.♦ ❞❡ ✈✐*.❛ ❡*.#✐❝.❛♠❡♥.❡ ♠❛.❡♠R.✐❝♦ ❧❛ ❝❧❛*✐✜❝❛❝✐6♥ ❞❡ ✉♥ ♣#♦❜✲
❧❡♠❛ ❝♦♠♦ ❞✐#❡❝.♦ ♦ ✐♥✈❡#*♦ ❡* ✐##❡❧❡✈❛♥.❡✱ *✐ *❡ .✐❡♥❡ ❡♥ ❝✉❡♥.❛ ❧❛ ❞✉❛❧✐❞❛❞
(K−1)−1 = K✳ ❊♥ ❛❧❣✉♥♦* ♣#♦❜❧❡♠❛* .❛❧ ❝❧❛*✐✜❝❛❝✐6♥ .♦♠❛ ❡♥ ❝✉❡♥.❛ ❧❛ ❝❛✲
*✉❛❧✐❞❛❞✿ ❡❧ ♣#♦❜❧❡♠❛ ❞✐#❡❝.♦ ❝❛#❛❝.❡#✐③❛ ❡❧ ❡❢❡❝.♦ ② ❞❡.❡#♠✐♥❛# ❧❛ ❝❛✉*❛ ❡*
❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡❧ ♣#♦❜❧❡♠❛ ✐♥✈❡#*♦✳ ❊♥ ♦.#♦* ❝❛*♦* ❡*.❛ ❝❧❛*✐✜❝❛❝✐6♥ ❡*.R ♠R* ❧✐❣❛❞❛
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✉♥❛ ♦#✐❡♥.❛❝✐B♥ ❞❡ ❝❛✉*❛−❡❢❡❝.♦✳ ❊♥ ❡*.❡ *❡♥.✐❞♦ ❧♦* ♣#♦❜❧❡♠❛* ❞❡❧ .✐♣♦ 2✳ ②
3✳ *❡ ❧❧❛♠❛#9♥ ♣#♦❜❧❡♠❛* ✐♥✈❡#*♦*✱ ♣✉❡*.♦ C✉❡ *♦♥ ♣#♦❜❧❡♠❛* C✉❡ ❝♦♥*✐*.❡♥ ❡♥
❤❛❧❧❛# ❝❛✉*❛* ❞❡*❝♦♥♦❝✐❞❛* ❞❡ ❡❢❡❝.♦* ❝♦♥♦❝✐❞♦*✳ ❊* ❝❧❛#♦ C✉❡ ❧❛ *♦❧✉❝✐B♥ ❞❡
✉♥♦ ❞❡ ❧♦* ♣#♦❜❧❡♠❛* ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦* ✐♠♣❧✐❝❛ ❡❧ .#❛.❛♠✐❡♥.♦ ❞❡ ❧♦* ♦.#♦*✳
❊♥ .H#♠✐♥♦* ❛♥❛❧=.✐❝♦−❢✉♥❝✐♦♥❛❧❡* ❞❡ ❞❡*❝#✐♣❝✐B♥ ♠❛.❡♠9.✐❝❛ ❞❡ ❧♦* ❞❛.♦* ❞❡
❡♥.#❛❞❛ ② *❛❧✐❞❛ ② ❧♦* ♣❛#9♠❡.#♦* ❞❡❧ *✐*.❡♠❛ *❡#9♥✿
X ❡*♣❛❝✐♦ ❞❡ ❧♦* ❞❛.♦* ❞❡ ❡♥.#❛❞❛✳
Y ❡*♣❛❝✐♦ ❞❡ ❧♦* ❞❛.♦* ❞❡ *❛❧✐❞❛✳
P ❡*♣❛❝✐♦ ❞❡ ❧♦* ♣❛#9♠❡.#♦* ❞❡❧ *✐*.❡♠❛✳
K (p) *✐*.❡♠❛ ❞❡ ♦♣❡#❛❞♦#❡* ❞❡ X ❡♥ Y ❛*♦❝✐❛❞♦ ❛ p
❊♥ ❡*.♦* .H#♠✐♥♦* ♣♦❞❡♠♦* #❡❢♦#♠✉❧❛# ❧♦* ♣#♦❜❧❡♠❛* ❛♥.❡#✐♦#❡* ❞❡ ❧❛ *✐❣✉✐❡♥.❡
❢♦#♠❛✿
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✼
✶✳ ❉❛❞♦( x ∈ X ② p ∈ P ✱ ❤❛❧❧❛& y = K (p) x✳
✷✳ ❉❛❞♦( y ∈ Y ② p ∈ P ✱ &❡(♦❧✈❡& ❧❛ ❡❝✉❛❝✐9♥ Kx = y , x ∈ X ✳
✸✳ ❉❛❞♦ y ∈ Y ② x ∈ X ✱ ❤❛❧❧❛& p ∈ P ;❛❧ <✉❡ K (p) x = y✳
❊♥ ❝✐❡&;♦( ❝❛(♦( (✐♠♣❧❡( ❧♦( ♣&♦❜❧❡♠❛( ✐♥✈❡&(♦( ♣✉❡❞❡♥ (❡& ❝♦♥✈❡&;✐❞♦( ❡♥ ♣&♦❜✲
❧❡♠❛( ❞✐&❡❝;♦(✳ A♦& ❡❥❡♠♣❧♦✱ (✐ K ;✐❡♥❡ ✉♥❛ ✐♥✈❡&(❛ ❝♦♥♦❝✐❞❛✱ ❡❧ ♣&♦❜❧❡♠❛ ❞❡
&❡❝♦♥(;&✉❝❝✐9♥ (❡ &❡(✉❡❧✈❡ ♣♦& x = K−1y✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛&❣♦✱ ❧❛ ❞❡;❡&♠✐♥❛❝✐9♥ ❡①✲
♣❧F❝✐;❛ ❞❡ ❧❛ ✐♥✈❡&(❛ ♥♦ ❛②✉❞❛ (✐ ❧♦( ❞❛;♦( ❞❡ (❛❧✐❞❛ y❀ ♥♦ ♣❡&;❡♥❡❝❡♥ ❛❧ ❞♦♠✐♥✐♦
❞❡ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐9♥ ❞❡ K−1✳ ❊(;♦ ❡( ✉♥❛ (✐;✉❛❝✐9♥ ;F♣✐❝❛ ❡♥ ❧❛( ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡(✱ ❞❛❞♦
❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ <✉❡ ❧♦( ❞❛;♦( ❞❡ (❛❧✐❞❛ (♦♥ ❝♦♥♦❝✐❞♦( ❡♥ ❢♦&♠❛ ✐♠♣&❡❝✐(❛ ♦ ❡(;I♥
❞✐(;♦&❝✐♦♥❛❞♦(✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥
❊♥ ❡(;❛ ♣❛&;❡ ❡(;✉❞✐❛&❡♠♦( ❧❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ (♦❧♦ ♣❛&❛ ❡❧ ❝❛(♦ ❜✐❞✐✲
♠❡♥(✐♦♥❛❧✱ ♣❛&❛ ❡❧ ❝❛(♦ n✲❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ &❡❝♦♠❡♥❞❛♠♦( ✈❡& ❡❧ ❝❛♣✳ ■■ ❞❡ ❬◆❛❪
❊♥ ✶✾✶✼✱ ❏♦❤❛♥♥ ❘❛❞♦♥ ❞❡✜♥✐9 ❧❛ (❡❣✉✐❡♥;❡ ❛♣❧✐❝❛❝✐9♥✳
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ✶✳✶✳ ✭❚+❛♥-❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✮
❉❛❞❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐(♥ ❝♦♥*✐♥✉❛ ❡♥ ❡❧ ♣❧❛♥♦ R2 ② ❞❡ /♦♣♦0*❡ ❝♦♠♣❛❝*♦ ✭❡(;♦ ❡(✱
❡①✐(;❡ C > 0 ;❛❧ <✉❡ f(x, y) = 0 ♣❛&❛ |(x, y)| > C✮ ② ✉♥ ✈❡❝*♦0 ~ω ∈ R2 ❝♦♥
| ~ω | = 1 3✉❡ ❢♦0♠❛ ✉♥ 4♥❣✉❧♦ θ ❝♦♥ ❡❧ ❡❥❡ ❤♦0✐③♦♥*❛❧❀ ❧❛ ✐♥*❡❣0❛❧ ❞❡ ❧:♥❡❛ ❞❡ ❧❛
❢✉♥❝✐(♥ f ❛ ❧♦ ❧❛0❣♦ ❞❡ ❧❛ 0❡❝*❛ l(θ, s) 3✉❡ ❡/ ♣❡0♣❡♥❞✐❝✉❧❛0 ❛ ~ω❀ ② 3✉❡ ❡/*4 ❛
✉♥❛ ❞✐/*❛♥❝✐❛ s ❞❡❧ ♦0✐❣❡♥✱ ✈❡0 ✜❣✉0❛ ✶✳✷✱ /❡04 ❞❡♥♦*❛❞♦ ♣♦0
✭✶✳✶✮ Rf (s, θ) =
∫
L(θ,s)
f(x, y) dL, s ∈ R, |ω| = 1
❉♦♥❞❡ ❡/*❛♠♦/ ✐❞❡♥*✐✜❝❛♥❞♦ ❡❧ ✈❡❝*♦0 ~ω ❝♦♥ ❡❧ 4♥❣✉❧♦ 3✉❡ ❧♦ ❞❡*❡0♠✐♥❛✳ ❊/
♣♦0 ❡❧❧♦ 3✉❡ ❡♥ ❧❛ ♥♦*❛❝✐(♥ Rf (s, θ) ❡①♣0❡/❛♠♦/ θ ❡♥ ✈❡③ ❞❡ ~ω. (θ ∈ [0, 2π))✳
❋✐❣✉&❛ ✶✳✷✿ l(θ, s) = {z = (x, y) : (z, ω) = s}
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✽
❊❧ ♦♣❡&❛❞♦& ❞❡✜♥✐❞♦ ❡♥ ✭✶✳✶✮✱ ❡( ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐:♥ ❝♦♥;✐♥✉❛✱ <✉❡ ❧❧❡✈❛ ❢✉♥❝✐♦♥❡(
❞❡ (x, y) ❡♥ ❢✉♥❝✐♦♥❡( ❞❡ (s, θ)✳ ▼?( ❡(♣❡❝@✜❝❛♠❡♥;❡ ;❡♥❡♠♦(
R : C∞0 (R2) → C∞0 (R× S1)
f → Rf✭✶✳✷✮
❧❧❡✈❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ C∞ ❞❡ (♦♣♦&;❡ ❝♦♠♣❛❝;♦ ❡♥ R2 ❡♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ C∞ ❞❡ (♦♣♦&;❡
❝♦♠♣❛❝;♦ ❡♥ R× S1✳
❇?(✐❝❛♠❡♥;❡ ✉♥❛ ♦♣❡&❛❝✐:♥ ❞❡ ;&❛♥(❢♦&♠❛❝✐:♥ ❝♦♥✈✐❡&;❡ ✉♥❛ ❡①♣&❡(✐:♥ ♠❛;❡✲
♠?;✐❝❛ ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥ ✉♥ (✐(;❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( ♣❛&❛ ♦;&♦ (✐(;❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛(
❞✐❢❡&❡♥;❡(✳ ❈✉❛♥❞♦ ❧❛( ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( (♦♥ ❞✐❢❡&❡♥;❡(✱ ❡❧ ❡(♣❛❝✐♦ ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦& ❡❧
(✐(;❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( ❡( ;❛♠❜✐F♥ ❞✐❢❡&❡♥;❡✳ ❊♥ ❝❛(♦ ❞❡ ❧❛ ;&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡
❘❛❞♦♥✱ ❡❧❧❛ ;&❛♥(❢♦&♠❛ ❧❛( ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( ❞❡ ✉♥ ❞♦♠✐♥✐♦ ❡(♣❛❝✐❛❧ ❡♥ ✉♥ ❞♦♠✐♥✐♦
❞❡ ❘❛❞♦♥✱ ❝♦♠♦ (❡ ✐❧✉(;&❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉&❛ ✶✳✸
❋✐❣✉&❛ ✶✳✸✿ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥
❯♥❛ ✐♥;❡❣&❛❧ ❞❡ ❧✐♥❡❛✱ ❝♦♠♦ (✉ ♣&♦♣✐♦ ♥♦♠❜&❡ ❧♦ ✐♥❞✐❝❛✱ &❡♣&❡(❡♥;❛ ❧❛ ✐♥;❡❣&❛❧
❞❡ ❛❧❣✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❡(❝❛❧❛& ✭♣❛&?♠❡;&♦ ❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡;♦✮ ❛ ❧♦ ❧❛&❣♦ ❞❡ ✉♥❛ ❧✐♥❡❛✳
❯♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ;@♣✐❝♦ ❡( ❧❛ ❛;❡♥✉❛❝✐:♥ ❞❡ &❛②♦( X ❝✉❛♥❞♦ (❡ ♣&♦♣❛❣❛♥ ❛ ;&❛✈F(
❞❡❧ ;❡❥✐❞♦ ❜✐♦❧:❣✐❝♦✳ ❊♥ ❡(;❡ ❝❛(♦✱ ❡❧ ♦❜❥❡;♦ ❡( ♠♦❞❡❧❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❞✐(;&✐❜✉✲
❝✐:♥ ❜✐❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ❞❡ ❛;❡♥✉❛❝✐:♥ ❝♦♥(;❛♥;❡ ❞❡ &❛②♦( X ② ❧❛ ✐♥;❡❣&❛❧ ❞❡ ❧@♥❡❛
&❡♣&❡(❡♥;❛ ❧❛ ❛;❡♥✉❛❝✐:♥ ;♦;❛❧ (✉❢&✐❞❛ ♣♦& ❡❧ ♠❛♥♦❥♦ ❞❡ &❛②♦( X ❛ ♠❡❞✐❞❛ <✉❡
❡❧❧♦( ♣❛(❛♥ ❡♥ ❧@♥❡❛ &❡❝;❛ ❛ ;&❛✈F( ❞❡❧ ♦❜❥❡;♦✳
❈♦♠♦ ❧❛ ;&❛♥(❢♦&♠❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ;&❛♥(❢♦&♠❛ ✉♥ (✐(;❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( (x, y) ❡♥
♦;&♦✱ ❝♦♥(✐❞❡&❡♠♦( ✉♥ ♥✉❡✈♦ (✐(;❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( (s, u) <✉❡ (❡ ❤❛♥ ♦❜;❡♥✐❞♦
❞❡ &♦;❛& ❡❧ (✐(;❡♠❛ ❛♥;❡&✐♦& ✉♥ ?♥❣✉❧♦ θ ❝♦♠♦ (❡ ♠✉❡(;&❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉&❛ ✶✳✹
❊❧ (✐(;❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛( (s, u) ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❛ ✶✳✹ ❝♦&&❡(♣♦♥❞❡ ❛ ❧❛ &♦;❛❝✐:♥ ❞❡
✉♥ ?♥❣✉❧♦ θ ❛❧&❡❞❡❞♦& ❞❡❧ ♦&✐❣❡♥✳❬▲❛❪
✭✶✳✸✮
[
x
y
]
=
[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ
] [
s
u
]
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✾
❋✐❣✉&❛ ✶✳✹✿ ❘♦6❛❝✐8♥ ❞❡ ❧♦( ❡❥❡( ❡♥ ✉♥ ;♥❣✉❧♦ θ
❨ ❛(✉♠✐❡♥❞♦ =✉❡ f 6✐❡♥❡ (♦♣♦&6❡ ❝♦♠♣❛❝6♦✱ ♣♦❞❡♠♦( &❡❡(❝&✐❜✐& ✭✶✳✶✮ ❝♦♠♦✿
✭✶✳✹✮
Rf (s, θ) =
∫
L(θ,s)
f(x, y) dL =
∫ ∞
−∞
f(s cos θ − u sen θ, s sen θ + u cos θ) du
✶✳✷✳✶✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭RT ✮ ❡♥ ❈♦♦&❞❡♥❛❞❛(
2♦❧❛&❡(
❙✐ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐8♥ f(x, y) ✈✐❡♥❡ ❞❛❞❛ ❡♥ ❢♦&♠❛ ♣♦❧❛& ❝♦♠♦
g(r, θ) = fp(x, y),
❡♥6♦♥❝❡(✿
✭✶✳✺✮ Rg(s, θ) =

∫∞
−∞ g
(√
s2 + u2 , θ + arctan
(
u
s
))
du , si s 6= 0∫∞
−∞ g
(
u , θ + π
2
)
du , si s = 0
❊❥❡♠♣❧♦(
❍❡ ❛=✉G ❛❧❣✉♥♦( ❡❥❡♠♣❧♦( =✉❡ ✐❧✉(6&❛♥ ❧❛( ❛♥6❡&✐♦&❡( ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡(✿
❊❥❡♠♣❧♦ ✶✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❛% ❧❛ ❚%❛♥(❢♦%♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭RT ✮ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐2♥
f(x, y) = e−(x
2+y2)
❙♦❧✉❝✐-♥✳ ▲❛ ❢✉♥❝✐8♥ ❛♥6❡&✐♦& ❡♥ (✉ ❢♦&♠❛ ♣♦❧❛& ❡(✿ g(r, θ) = e−r
2
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✵
❧✉❡❣♦ (✉ RT ❡(✿
Rg(s, θ) =
∫ ∞
−∞
g
(√
s2 + u2, θ + arctan
(u
s
))
du
=
∫ ∞
−∞
e−(s
2+u2) du
= e−s
2
∫ ∞
−∞
e−u
2
du
= π1/2 e−s
2
❊❥❡♠♣❧♦ ✶✳✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛% ❧❛ ❚%❛♥(❢♦%♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐0♥
f(x, y) =
{
(1− x2 − y2)α−1, (✐ x2 + y2 ≤ 1
0, ❡♥ ♦1%♦ ❝❛(♦
❙♦❧✉❝✐.♥✳ ▲❛ ❢♦&♠❛ ♣♦❧❛& ❞❡ ❡(5❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❡(✿
g(s, θ) =
{
(1− s2)α−1, (✐ 0 ≤ s ≤ 1
0, ❡♥ ♦5&♦ ❝❛(♦
❉❛❞♦ :✉❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✈❛❧❡ ❝❡&♦ ❢✉❡&❛ ❞❡❧ ❞✐(❝♦ ✉♥✐❞❛❞✱ Rg(s, θ) = 0 ♣❛&❛ s > 1✳
❊♥ ❡❧ &❡(5♦ ❞❡ ❧♦( ❝❛(♦(✱ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡( &❛❞✐❛❧✱ ❛(= :✉❡ ❧❛ ✐♥5❡❣&❛❧ ❛ ❧♦ ❧❛&❣♦ ❞❡
✉♥❛ &❡❝5❛ L (❡&> ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥5❡ ❞❡❧ >♥❣✉❧♦ θ✳ ?♦& ❡❧❧♦✱ ✐♥5❡❣&❛♠♦( ❛ ❧♦ ❧❛&❣♦
❞❡ ❧❛ ❧=♥❡❛ ❤♦&✐③♦♥5❛❧ θ = π/2✳ ❯(❛♥❞♦ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐D♥ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ❧❛ RT ✭❧❛ ♥♦
♣♦❧❛& ❡❝✉❛❝✐D♥✳ ✭✶✳✹✮✮✱ ♦❜5❡♥❡♠♦( ♣❛&❛ p ≤ 1 ② ♣❛&❛ ❝✉❛❧:✉✐❡& >♥❣✉❧♦ θ✿
Rf (s, θ) =
∫ ∞
−∞
f(s cos θ − u sen θ, s sen θ + u cos θ) du
=
∫ √1−s2
−√1−s2
(
1− (s cos θ − u sen θ)2 − (s sen θ + u cos θ)2)α−1 du
=
∫ √1−s2
−√1−s2
(
1− s2 − u2)α−1 du
❍❛❝✐❡♥❞♦ ❧❛ (✉(5✐5✉❝✐D♥ u = (1− s2)1/2z✱ ⇒ du = (1− s2)1/2dz
Rf (s, θ) =
∫ 1
−1
(
1− s2 − z2(1− s2))α−1 (1− s2)1/2dz
=
∫ 1
−1
(
(1− s2)(1− z2))α−1 (1− s2)1/2dz
= (1− s2)α−1/2
∫ 1
−1
(
1− z2)α−1 dz
= (1− s2)α−1/2
∫ 1
−1
(1− z)α−1(1 + z)α−1dz
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✶
/♦& ❧♦ 1❛♥1♦
Rf (s, θ) = (1− s2)α−1/2
∫ 1
−1
(1− z)α−1(1 + z)α−1dz
❧✉❡❣♦ ❤❛❝❡♠♦( ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ z = 2t− 1 ❡♥1♦♥❝❡( dz = 2dt ② ❧♦( ❧:♠✐1❡(
❞❡ ✐♥1❡❣&❛❝✐;♥ ❛❤♦&❛ (❡&<♥ ❞❡ 0 ❛ 1✱ ❡♥1♦♥❝❡( ❧❛ >❧1✐♠❛ ✐♥1❡❣&❛❧ (❡ ❝♦♥✈✐❡&1❡ ❡♥
Rf (s, θ) = (1− s2)α−1/2
∫ 1
−1
(1− z)α−1(1 + z)α−1dz
= (1− s2)α−1/2
∫ 1
0
(2− 2t)α−1(2t)α−1 2dt
= 22α−1(1− s2)α−1/2
∫ 1
0
(1− t)α−1tα−1 dt
= 22α−1(1− s2)α−1/2B(α, α)
= 22α−1(1− s2)α−1/2 Γ
2(α)
Γ(2α)
❊( ❞❡❝✐&✱
Rf (s, θ) =
{
22α−1(1− s2)α−1/2 Γ2(α)
Γ(2α)
, (✐✱ 0 ≤ s ≤ 1, ∀ θ.
0, ❡♥ ♦1&♦ ❝❛(♦✳
❊♥ ❧♦( (✐❣✉✐❡♥1❡( ❡❥❡♠♣❧♦( (❡ ❝❛❧❝✉❧❛&< ❧❛ 1&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❛♥❛❧:1✐❝❛ ❞❡
❞♦( ✜❣✉&❛( ♣&✐♠✐1✐✈❛(✿ ❝:&❝✉❧♦ ✉♥✐1❛&✐♦ ② ❡❧ ❝✉❛❞&❛❞♦✳
❊❥❡♠♣❧♦ ✶✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛% ❧❛ RT ❞❡ ✉♥ ❝)%❝✉❧♦ ✉♥✐,❛%✐♦
❙♦❧✉❝✐.♥✳ ❯♥ ❝:&❝✉❧♦ ✉♥✐1❛&✐♦ ❡( ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦
f(x, y) =
{
1, (✐✱ x2 + y2 ≤ 1
0, ❡♥ ♦1&♦ ❝❛(♦
/✉❡(1♦ E✉❡ ❡♥ ❡❧ ❝:&❝✉❧♦ ✉♥✐1❛&✐♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐;♥ ❡( ❝♦♥(1❛♥1❡✱ ❧❛ ✐♥1❡❣&❛❧ ❛ ❧♦ ❧❛&❣♦
❞❡ ❝✉❛❧E✉✐❡& ❧:♥❡❛ ❡( (✐♠♣❧❡♠❡♥1❡ ❧❛ ❧♦♥❣✐1✉❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥1❡&(❡❝❝✐;♥ ❞❡ ❧❛ ❧:♥❡❛ ❝♦♥
❧❛ &❡❣✐;♥ ❞❡ (♦♣♦&1❡ ❞❡❧ ❝:&❝✉❧♦✳ ❆(:✱ Rf(s, θ) = 0 ♣❛&❛ s > 1✳ ▲♦( ♦1&♦( ✈❛❧♦&❡(
♣✉❡❞❡♥ ♦❜1❡♥❡&(❡ ❝♦♥ ❧❛ ❛②✉❞❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❛✿ ✶✳✺
❉❡ ❡(1❛ ✜❣✉&❛ (❡ ❞❡(♣&❡♥❞❡ E✉❡ Rf(s, θ) = 2(1− s2)1/2 ♣❛&❛ 0 ≤ s ≤ 1 ✭✵ ♣❛&❛
❡❧ &❡(1♦ ❞❡ ✈❛❧♦&❡(✮✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✷
❋✐❣✉&❛ ✶✳✺✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐9♥ ❞❡ ❧❛ RT ♣❛&❛ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ (♦♣♦&;❡ ❝✐&❝✉❧❛&✳
❊❥❡♠♣❧♦ ✶✳✹✳ ✭❈✉❛❞/❛❞♦✮
❈❛❧❝✉❧❛% ❧❛ RT ❞❡ ✉♥ ❝✉❛❞%❛❞♦ ❞❡ ❧❛❞♦ ✶✳ ❈♦♥ f(x, y) = χQ(x, y)✱ ❞♦♥❞❡ χ ❧❛
❢✉♥❝✐/♥ ❝❛%❛❝0❡%120✐❝❛ ② Q ❡❧ ❝✉❛❞%❛❞♦ ✉♥✐0❛%✐♦ [0, 1]×[0, 1] (♣%✐♠❡% ❝✉❛❞%❛♥0❡)✳
❙♦❧✉❝✐4♥✳ ❈♦♠♦ f(x, y) = 1 ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ f ✱ ❡♥;♦♥❝❡( Rf(s, θ) ❡( ❧❛
❧♦♥❣✐;✉❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥;❡&(❡❝❝✐9♥ ❞❡ ❧❛ &❡❝;❛ ▲ ❞❡;❡&♠✐♥❛❞❛ ♣♦& s ② θ ❝♦♥ Q.
❍❛② @✉❡ ;❡♥❡& ❡♥ ❝✉❡♥;❛ @✉❡ ✉♥❛ &❡❝;❛ ♣✉❡❞❡ ✐♥;❡&(❡❝;❛& ❝♦♥ ✷ ❞❡ ❧♦( ✹ ❧❛❞♦(
❞❡ Q ❞❡ ✻ ♠❛♥❡&❛(✳ ❊(;❛( ❡(;C♥ &❡✢❡❥❛❞❛( ❛ ❝♦♥;✐♥✉❛❝✐9♥✱ ✭✈❡& ❋✐❣✳✶✳✻✮
❋✐❣✉&❛ ✶✳✻✿ ▲❛2 2❡✐2 ♣♦2✐❜❧❡2 ❢♦%♠❛2 ❡♥ 8✉❡ ✉♥❛ %❡❝0❛ ♣✉❡❞❡ ❝♦%0❛% ❛ ❞♦2 ❧❛❞♦2
❞❡ ✉♥ ❝✉❛❞%❛❞♦✳
H❛&❛ ❝❛❧❝✉❛& Rf(s, θ)✱ ❡( ❝♦♥✈❡♥✐❡♥;❡ ❞✐✈✐❞✐& ❡❧ ✐♥;❡&✈❛❧♦ [0, 2π] ❡♥ ✽ ✐♥;❡&✈❛❧♦(✱
❡♥;♦♥❝❡( ;❡♥❡♠♦( @✉❡ ❤❛❝❡& ✽ ♣❛(♦(✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❡❧❧♦( ❡♥ ✉♥❛ &❡❣✐9♥ ❞❡ θ♦ ✭❝❛❞❛
45♦✮
(n− 1)π
4
≤ θ ≤ nπ
4
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✸
0❛(♦ ✶ ✭0 ≤ θ ≤ π
4
✮
❈♦♥(✐❞❡&❡♠♦( ✉♥❛ ❧7♥❡❛ ❞❡❧ 8✐♣♦ L6✳ ❈❛❧❝✉❧❡♠♦( (✉ ❧♦♥❣✐8✉❞ ❞❡♥8&♦ ❞❡ Q
❋✐❣✉&❛ ✶✳✼✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐'♥ ❞❡ ❧❛ RT (♦❜&❡ L6✳
Rf(s, θ) = CB +BA
= OC cos θ +OA sen θ
=
s
sen θ
cos θ +
s
cos θ
sen θ
=
s
sen θ cos θ
❆❤♦#❛ ❝❛❧❝✉❧❡♠♦* ❧❛ ❧♦♥❣✐.✉❞ ❞❡ ❧❛ ❧0♥❡❛ L3✱ ✈❡# ❋✐❣✿ ✶✳✽
❋✐❣✉#❛ ✶✳✽✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐'♥ ❞❡ ❧❛ RT *♦❜#❡ L3✳
Rf(s, θ) = BC
=
AC
cos θ
=
1
cos θ
❈♦♥*✐❞❡#❡♠♦* ❛❤♦#❛ ❧❛ ❧0♥❡❛ L4✱ ✈❡# ❋✐❣✿ ✶✳✾ ❍❛❧❧❡♠♦* FE
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✹
❋✐❣✉&❛ ✶✳✾✿ ❊✈❛❧✉❛❝✐'♥ ❞❡ ❧❛ RT (♦❜&❡ L4✳
FE =
FD
cos θ
=
1− FA
cos θ
=
1− s sen θ
cos θ
✭✶✳✻✮
❍❛❧❧❡♠♦( FC
✭✶✳✼✮ FC =
1− s cos θ
cos θ
❍❛❧❧❡♠♦( FB
FB = BC cos θ
=
FC
sen θ
cos θ
=
1− s cos θ
sen θ
✭✶✳✽✮
▲✉❡❣♦✱ ?❡♥❡♠♦( @✉❡
Rf(s, θ) = FE + FB
=
1− s sen θ
cos θ
+
1− s cos θ
sen θ
=
cos θ + sen θ − s
sen θ cos θ
✭✶✳✾✮
▲❛ ❧A♥❡❛ L6 (❡ ♠❛♥?✐❡♥❡ ♣❛&❛ 0 ≤ s ≤ sen θ✱ ❧❛ ❧A♥❡❛ L3 (❡ ♠❛♥?✐❡♥❡✱ ♣❛&❛
cos θ ≤ s ≤ sen θ + cos θ✱ ② Rf(s, θ) = 0 ♣❛&❛ ❝✉❛♥❞♦ s > sen θ + cos θ✳
E❛(♦ ✷ ✭
π
4
≤ θ ≤ π
2
✮
▲❛( ♣♦(✐❜✐❧✐❞❛❞❡(✱ ❡♥ ❡(?❡ ❝❛(♦✱ (♦♥ ❧❛( (✐❣✉✐❡♥?❡(✿ ▲A♥❡❛( L4, L1 y L6✳ E♦&
❡❥❡♠♣❧♦✱ ♣❛&❛ L4✱ (❡ ?✐❡♥❡ @✉❡✿
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✺
Rf(s, θ) = cos θ + sen θ − s
cos θ + sen θ
sen θ ≤ s ≤ sen θ + cos θ
❉❡ ♠❛♥❡&❛ (✐♠✐❧❛& (❡ ❤❛❝❡♥ ❧♦( ❝5❧❝✉❧♦( ♣❛&❛ ❧❛( ❧8♥❡❛( L1 ② L2✱ ♦❜<❡♥✐❡♥❞♦
=❛&❛ L1✿
✭✶✳✶✵✮ Rf(s, θ) = csc θ, cos θ ≤ s ≤ sen θ
=❛&❛ L6✿
✭✶✳✶✶✮ Rf(s, θ) = s
cos θ sen θ
, 0 ≤ s ≤ cos θ
=♦& B❧<✐♠♦ (✐ s ≥ sen θ + cos θ✱ ❡♥<♦♥❝❡( Rf(s, θ) = 0.
=❛(♦( ✸ ❛❧ ✽
▲♦( ♣❛(♦( &❡(<❛♥<❡( (❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥ ❞❡ ♠❛♥❡&❛ (✐♠✐❧❛&✱ ❛ ❝♦♥<✐♥✉❛❝✐E♥ ♠♦(<&❛♠♦(
❞✐❝❤♦( &❡(✉❧<❛❞♦( ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❞&♦ 3✳1✳
=❛(♦( ❘❛♥❣♦( ❊✈❛❧✉❛❝✐E♥ ❞❡ ❧❛
&❡(<❛♥<❡( RT (♦❜&❡ ❧❛( ❧8♥❡❛(
◆
♦
✸ π/2 ≤ θ < 3π/4 L5 y L1
◆
♦
✹ 3π/4 ≤ θ < π L5
◆
♦
✺ π ≤ θ < 5π/4 −
◆
♦
✻ 5π/4 ≤ θ < 3π/2 −
◆
♦
✼ 3π/2 ≤ θ < 7π/4 L2
◆
♦
✽ 7π/4 ≤ θ < 2π L2 y L3
❈✉❛❞&♦ ✶✳✶✿
=♦& <❛♥<♦✱ ❝♦♥ ❡(<❡ ❡❥❡♠♣❧♦ ❤❡♠♦( ✈✐(<♦ O✉❡ (♦♥ ♥❡❝❡(❛&✐♦( ✽ ♣❛(♦( ♣❛&❛ ❡✈❛❧✉❛&
❧❛ RT ♣❛&❛ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ &❡❣✐E♥ ❞❡ (♦♣♦&<❡ ❝✉❛❞&❛❞❛✳
✶✳✷✳✷✳ ▲❛ RT ② ❧❛ ❢✉♥❝✐,♥ ❞❡❧/❛ ❞❡ ❉✐1❛❝
❊①✐(<❡ ✉♥❛ ❞❡✜♥✐❝✐E♥ ❡O✉✐✈❛❧❡♥<❡ ✉(❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐E♥ ❞❡❧<❛ ❞❡ ❉✐&❛❝✱ ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥
❆✳✹ ❞❡❧ ❆♣S♥❞✐❝❡✱ ❡♥<♦♥❝❡( ❧❛ ❡❝✉❛❝✐E♥ ✭✶✳✶✮ (❡ ♣✉❡❞❡ ❡(❝&✐❜✐& ❝♦♠♦✿
✭✶✳✶✷✮ Rf (s, θ) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(x, y)δ (x cos θ + y sen θ − s) dx dy
◆♦(♦<&♦( <❛♠❜✐S♥ ❡(❝&✐❜&✐&❡♠♦(✿
Rf(s, θ) = Rθf(s)
❊♥ ♥✉❡(<&♦ ❝❛(♦✱ ❧❛ ✐♥<❡❣&❛❧ ❞❡ ❧8♥❡❛ &❡♣&❡(❡♥<❛ ❧❛ ❛<❡♥✉❛❝✐E♥ <♦<❛❧ (✉❢&✐❞❛ ♣♦&
❡❧ ♠❛♥♦❥♦ ❞❡ &❛②♦( X ❛ ♠❡❞✐❞❛ O✉❡ ❡❧❧♦( ♣❛(❛♥ ❡♥ ❧8♥❡❛ &❡❝<❛ ❛ <&❛✈S( ❞❡❧
♦❜❥❡<♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✷✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✶✻
✶✳✷✳✸✳ $%♦♣✐❡❞❛❞❡, ❇.,✐❝❛, ❞❡ ❧❛ ❚%❛♥,❢♦%♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥
❊♥ ❡(1❛ (❡❝❝✐4♥ (❡ ♠✉❡(1&❛♥ ❛❧❣✉♥❛( ♣&♦♣✐❡❞❛❞❡( ❢✉♥❞❛♠❡♥1❛❧❡( ❞❡ ❧❛ 1&❛♥(✲
❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ :✉❡ (♦♥ ❞❡&✐✈❛❞❛( ❛ ♣❛&1✐& ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭✶✳✶✷✮✳ ❊❧ ♣&♦❝❡✲
❞✐♠✐❡♥1♦ ♣❛&❛ ❧❛ ❞❡❞✉❝❝✐4♥ ❞❡ ❧❛( ♣&♦♣✐❡❞❛❞❡( ❞❡ ❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞✱ ❞❡(♣❧❛③❛♠✐❡♥1♦
② ❧❛ &♦1❛❝✐4♥ (❡ ❞❡♠✉❡(1&❛♥ ❛ ❝♦♥1✐♥✉❛❝✐4♥✳ A❛&❛ ❧❛( ❞❡♠B( ♣&♦♣✐❡❞❛❞❡(✱ (❡
♣✉❡❞❡♥ ❛♣❧✐❝❛& ♣&♦❝❡❞✐♠✐❡♥1♦( ❛♥B❧♦❣♦(✳
✶✳ ▲✐♥❡❛❧✐❞❛❞✿
✭✶✳✶✸✮ R(f1 + f2)(s, θ) = Rf1(s, θ) +Rf2(s, θ)
❊( ❞❡❝✐&✿
R(f1+f2)(s, θ) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
(f1(x, y) + f2(x, y)) δ (x cos θ + y sen θ − s) dxdy
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f1(x, y)δ (x cos θ + y sen θ − s) dx dy +∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f2(x, y)δ (x cos θ + y sen θ − s) dx dy
= Rf1(s, θ) +Rf2(s, θ)
✷✳ ❉❡(♣❧❛③❛♠✐❡♥1♦✿
❆(✉♠✐❡♥❞♦ :✉❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐4♥ f(x, y) ❡( ❞❡(♣❧❛③❛❞❛✱ ❡( ❞❡❝✐&✿
h(x, y) = f(x− x0, y − y0)
❊♥1♦♥❝❡(
✭✶✳✶✹✮ Rh(s, θ) = Rf(s− s0, θ) ❞♦♥❞❡ s0 = x0 cos θ + y0 sen θ
❊♥ ❡❢❡❝1♦
Rh(s, θ) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
h(x, y)δ (x cos θ + y sen θ − s) dx dy
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(x− x0, y − y0)δ (x cos θ + y sen θ − s) dx dy
(❡❛✿ w = x− x0, z = y − y0 ⇒ dx = dw, dz = dy
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(w, z)δ ((w + x0) cos θ + (z + y0) sen θ − s) dx dy
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(w, z)δ(w cos θ + z sen θ − (s− x0 cos θ + y0 sen θ))dxdy
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(w, z)δ (w cos θ + z sen θ − (s− s0)) dx dy
= Rf(s− s0, θ)
❙❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡& ❞❡ ❡(1❛ ♣&♦♣✐❡❞❛❞ :✉❡ (♦❧♦ ❧❛ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛ s ❡( ♠♦✈✐❞❛✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✸✳ #$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ② ❧❛+ ✐♥.❡❣$❛❧❡+ ❞❡ ▲2♥❡❛ ✶✼
✸✳ ❘♦.❛❝✐5♥✿
❊①♣$❡+❛♥❞♦ f(x, y) ❡♥ ❢♦$♠❛ ♣♦❧❛$✱ ❡+ ❞❡❝✐$✱ f(x, y) = fp(r, φ)✱ +✐ ❤❛❝❡♠♦+
✉♥❛ $♦.❛❝✐5♥ φ0✱ ❡+ ❞❡❝✐$✱ +❡❛ h(r, φ) = f(r, φ− φ0)
❊♥.♦♥❝❡+
✭✶✳✶✺✮ Rh(s, θ) = Rf(s, θ − φ0)
❊♥ ❡❢❡❝.♦
Rh(s, θ) =
∫ ∞
−∞
∫ π
0
h(r, φ)δ (r cosφ cos θ + r senφ sen θ − s) |r| dφ dr
=
∫ ∞
−∞
∫ π
0
f(r, φ− φ0)δ (r cos(φ− θ)− s) |r| dφ dr
+❡❛ α = φ− φ0 ⇒ dα = dφ
=
∫ ∞
−∞
∫ π
0
f(r, α)δ (r cos(α− (φ− φ0))− s) |r| dα dr
= Rf(s, θ − φ0)
❖!"❛$ %"♦♣✐❡❞❛❞❡$
❊❧ ❝✉❛❞$♦ ✭3✳2✳✮ ♠✉❡+.$❛ ♦.$❛+ ♣$♦♣✐❡❞❛❞❡+ ❞❡ ❧❛ ❚$❛♥+❢♦$♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳
#$♦♣✐❡❞❛❞❡+ ❋✉♥❝✐5♥ ❚$❛♥+❢♦$♠❛❞❛
❞❡ ❘❛❞♦♥
❙✐♠❡.$2❛ f(x, y) Rf(s, θ) = Rf(−s, θ ± π)
❊+❝❛❧❛♠✐❡♥.♦ f(ax, ay) 1|a|Rf(as, θ)
❈♦♥+❡$✈❛❝✐5♥ M =
∫∞
−∞
∫∞
−∞ f(x, y) dx dy M =
∫∞
−∞Rf(s, θ) ds
❞❡ ♠❛+❛
▲✐♠✐.❛❝✐5♥ f(x, y) = 0 +✐ Rf(s, θ) = 0✱ +✐
❞❡ ❡+♣❛❝✐♦ |x| > D
2
,
∣∣D
2
∣∣ |s| > D√2
2
❈✉❛❞$♦ ✶✳✷✿
✶✳✸✳ #$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ② ❧❛+ ✐♥.❡❣$❛❧❡+ ❞❡ ▲2♥❡❛
❯♥❛ ♣$♦②❡❝❝✐5♥ ❡+.I ❢♦$♠❛❞❛ ♣♦$ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐5♥ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥.♦ ❞❡ ✐♥.❡❣$❛❧❡+
❞❡ ❧2♥❡❛✳ ❊①✐+.❡♥ .$❡+ .✐♣♦+ ❞❡ ♣$♦②❡❝❝✐♦♥❡+✿ ♣$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ♣❛$❛❧❡❧❛+ ✭♦ ♣$♦②❡❝✲
❝✐♦♥❡+ ❞❡ ❡❥❡ ♣❛$❛❧❡❧♦✮✱ ♣$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ❞❡ ♠❛♥♦❥♦ ❡♥ ❛❜❛♥✐❝♦ ✭✏❋❛♥ ❜❡❛♠✑✮ ②
♣$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ❞❡ ♠❛♥♦❥♦ ❡♥ ❝♦♥♦✳
▼I+ ❡+♣❡❝2✜❝❛♠❡♥.❡ ✉♥❛ ♣$♦②❡❝❝✐5♥ ♣❛$❛❧❡❧❛ +❡ ❞❡✜♥❡✿
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✸✳ #$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ② ❧❛+ ✐♥.❡❣$❛❧❡+ ❞❡ ▲2♥❡❛ ✶✽
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ✶✳✷✳ ✭+,♦②❡❝❝✐&♥ ♣❛,❛❧❡❧❛✮
❙❡❛ ω ∈ S1 ② $❡❛ x ∈ R2✱ ❡♥'♦♥❝❡$
✭✶✳✶✻✮ Pf(ω, x) =
∫ ∞
−∞
f(x+ tω) dt
❊+.❛ ❡+ ❧❛ ✐♥.❡❣$❛❧ ❞❡ f +♦❜$❡ ❧❛ ❧2♥❡❛ $❡❝.❛ 9✉❡ ♣❛+❛ ♣♦$ ❡❧ ♣✉♥.♦ x ② .✐❡♥❡
❧❛ ❞✐$❡❝❝✐<♥ ω✳ ❖❜✈✐❛♠❡♥.❡ Pf(ω, x) ♥♦ +❡ ❛❧.❡$❛ +✐ ♠♦✈❡♠♦+ ❡❧ ♣✉♥.♦ x ❡♥ ❧❛
❞✐$❡❝❝✐<♥ ❞❡ ω✳ ❚❛♠❜✐A♥ +❡ +✉❡❧❡ ❡+❝$✐❜✐$
Pf(ω, x) = Pθf(x)
#❛$❛ ♥✉❡+.$♦ ❝❛+♦ ❡♥ ❡❧ 9✉❡ ❡+.❛♠♦+ .$❛❜❛❥❛♥❞♦ ❡♥ ❞♦+ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❡+ ❧❛ ♣$♦②❡❝✲
❝✐<♥ ♣❛$❛❧❡❧❛ P ② ❧❛ .$❛♥+❢♦$♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ R ❝♦✐♥❝✐❞❡♥✳ ❊+.❡ .✐♣♦ ❞❡ ♣$♦②❡❝✲
❝✐<♥ ❡+ ❧❛ ♠F+ +✐♠♣❧❡ ♣✉❡+ ❡+ ✉♥❛ ❝♦❧❡❝❝✐<♥ ❞❡ ✐♥.❡❣$❛❧❡+ ❞❡ ❧♦+ $❛②♦+ ♣❛$❛❧❡❧♦+
♣❛$❛ ✉♥ F♥❣✉❧♦ θ ❝♦♥+.❛♥.❡✱ ❝♦♥❢♦$♠❡ +❡ ✐❧✉+.$❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉$❛ ✶✳✶✵✳
❊♥ ❡❧ ❝❛+♦ ❞❡ ✉♥ .♦♠<❣$❛❢♦✱ ❧❛+ ♣$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ♣✉❡❞❡♥ +❡$ ♦❜.❡♥✐❞❛+ ♠♦✈✐A♥❞♦+❡
✉♥❛ ❢✉❡♥.❡ ❞❡ $❛②♦+ X ② ❧♦+ ❞❡.❡❝.♦$❡+ ❡♥ ❧❛❞♦+ ♦♣✉❡+.♦+ ❝♦♥ ❧♦+ ❡❥❡+ ❞❡ $❛②♦+
♣❛$❛❧❡❧♦+ ❛.$❛✈❡+❛♥❞♦ ❡❧ ♦❜❥❡.♦✳
❋✐❣✉$❛ ✶✳✶✵✿ #$♦②❡❝❝✐<♥ ♣❛$❛❧❡❧❛✳
▲❛ ❝❛♥.✐❞❛❞ Rf(s, θ) ❡+ ❧❧❛♠❛❞❛ .❛♠❜✐A♥ ❝♦♠♦ +✉♠❛ ❞❡ $❛②♦+✱ ❞❡+❞❡ 9✉❡ ❡❧❧❛
$❡♣$❡+❡♥.❛ ✉♥❛ +✉♠❛.♦$✐❛ ❞❡ f(x, y) ❛ ❧♦ ❧❛$❣♦ ❞❡ ✉♥ $❛②♦ ❛ ✉♥❛ ❞✐+.❛♥❝✐❛ s ❡♥
✉♥ F♥❣✉❧♦ θ✳ ❙❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡$✐✜❝❛$ 9✉❡ (s, u) ♥♦ +♦♥ ❧❛+ ❝♦♦$❞❡♥❛❞❛+ ♣♦❧❛$❡+ ❞❡
(x, y)✳
▲❛ ✜❣✉$❛ ✶✳✶✵ .❛♠❜✐A♥ ♠✉❡+.$❛ ❧❛ $❡♣$❡+❡♥.❛❝✐<♥ ❞❡ ❧❛ +❡❝❝✐<♥ .$❛♥+✈❡$+❛❧ ❞❡
✉♥ ♦❜❥❡.♦ +✐❡♥❞♦ ❛.$❛✈❡+❛❞❛ ♣♦$ ✉♥ ♠❛♥♦❥♦ ❞❡ $❛②♦+ X ♣❛$❛❧❡❧♦+ ✭.♦❞♦+ ❧♦+
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✸✳ #$♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ② ❧❛+ ✐♥.❡❣$❛❧❡+ ❞❡ ▲2♥❡❛ ✶✾
$❛②♦+ ❞❡❧ ♠❛♥♦❥♦ +♦♥ ♣❛$❛❧❡❧♦+✮✳ ▲❛ ♣❛$.❡ +✉♣❡$✐♦$ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❛ $❡♣$❡+❡♥.❛ ❧❛
♣$♦②❡❝❝✐:♥ ❞❡ ❧♦+ ❝♦❡✜❝✐❡♥.❡+ ❞❡ ❛.❡♥✉❛❝✐:♥ ❞❡ ❧❛ +❡❝❝✐:♥ .$❛♥+✈❡$+❛❧ ❡♥ ❢✉♥❝✐:♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♦$❞❡♥❛❞❛ s✳
▲❛ ❛♠♣❧✐.✉❞ ❞❡ ❧❛ ❝✉$✈❛ ♣❛$❛ ✉♥ ❞❡.❡$♠✐♥❛❞♦ ✈❛❧♦$ s = s1 ❡♥ ❢✉♥❝✐:♥ ❞❡
❧♦+ ❝♦❡✜❝✐❡♥.❡+ ❞❡ ❛.❡♥✉❛❝✐:♥ ❛ ❧♦ ❧❛$❣♦ ❞❡❧ ❝❛♠✐♥♦ AB ❡+.= $❡♣$❡+❡♥.❛❞♦
♣♦$ P (s1)✳ ▲❛ ❝✉$✈❛ P (t) ❝♦♥.✐❡♥❡ ❧❛ ✐♥❢♦$♠❛❝✐:♥ ❡①.❡$♥❛ ♥❡❝❡+❛$✐❛ ♣❛$❛ ❧❛
$❡❝♦♥+.$✉❝✐:♥ ❞❡ ✉♥❛ +❡❝❝✐:♥ .$❛♥+✈❡$+❛❧✳
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ✶✳✸✳ ✭+,♦②❡❝❝✐&♥ ❞✐✈❡,❣❡♥2❡✮
▲♦" #❛②♦" ❞✐✈❡#❣❡♥,❡" (❡♥ ❞♦" ❞✐♠❡♥"✐♦♥❡" ❡♥ ❢♦#♠❛ ❞❡ ❛❜❛♥✐❝♦ ✏❢❛♥✲❜❡❛♠✑ )✱
"❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦✿ ❉❛❞♦ a ∈ R2 ② ✉♥❛ ❞✐#❡❝❝✐9♥ ω ∈ S1
✭✶✳✶✼✮ Df(ω, a) =
∫ ∞
0
f(a+ tω) dt
❊+.❛ ❡+ ❧❛ ✐♥.❡❣$❛❧ ❞❡ f ❛ ❧♦ ❧❛$❣♦ ❞❡ ❧❛ ♠✐.❛❞ ❞❡ ❧❛ ❧2♥❡❛ ❝♦♥ ♣✉♥.♦ ❞❡ ♣❛$.✐❞❛
a ② ❡♥ ❧❛ ❞✐$❡❝❝✐:♥ ω✳ ❚❛♠❜✐D♥ +❡ +✉❡❧❡ ❡+❝$✐❜✐$
Df(ω, a) = Daf(ω)
❋✐❣✉$❛ ✶✳✶✶✿ #$♦②❡❝❝✐:♥ ❛❜❛♥✐❝♦ ✭✏❋❛♥ ❜❡❛♠✑✮✳
❊♥ ❡+.❡ .✐♣♦ ❞❡ ♣$♦②❡❝❝✐:♥ ❧❛ ❢✉❡♥.❡ ❡+ ❝♦❧♦❝❛❞❛ ❡♥ ✉♥❛ ♣♦+✐❝✐:♥ ✜❥❛ $❡❧❛.✐✈❛ ❛
✉♥❛ ❧2♥❡❛ ❞❡ ❞❡.❡❝.♦$❡+ ❝♦♠♦ +❡ ✐❧✉+.$❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉$❛ ✶✳✶✶✳
❊+.❛ ♣$♦②❡❝❝✐:♥ ❡+ ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❝♦♠♦ ♣!♦②❡❝❝✐'♥ ❛❜❛♥✐❝♦ ✭✏❋❛♥ ❜❡❛♠✑✮✳ ❊♥ ❡+.❡
.✐♣♦ ❞❡ ♣$♦②❡❝❝✐:♥✱ .♦❞♦+ ❧♦+ $❛②♦+ .✐❡♥❡♥ ❝♦♠♦ ♦$✐❣❡♥ ✉♥ J♥✐❝♦ ♣✉♥.♦ ✭❢✉❡♥.❡✮
② +❡ ❛❜$❡♥ ❡♥ ❢♦$♠❛ ❞❡ ✉♥ ❛❜❛♥✐❝♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✹✳ ▲❛ ✐♥✈❡)*✐+♥ ❞❡ RT ✷✵
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ✶✳✹✳ ✭+,♦②❡❝❝✐&♥ ❞❡ ♠❛♥♦❥♦ ❡♥ ❝♦♥♦✮
❯♥❛ ♣)♦②❡❝❝✐+♥ ❞❡ ♠❛♥♦❥♦ ❡♥ ❝♦♥♦ #❡ ✐❧✉#()❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉)❛ ✶✳✶✷✳ ❊♥ ❡#(❡
❝❛#♦✱ ✈❛)✐♦# ♠❛♥♦❥♦# ❡♥ ❢♦)♠❛ ❞❡ ❛❜❛♥✐❝♦ ❡♠❡)❣❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢✉❡♥(❡✱ ❛()❛✈❡#❛♥❞♦
❡❧ ♦❜❥❡(♦ ❡♥ ❞✐✈❡)#❛# ❛❧(✉)❛# ♥❡❝❡#✐(❛♥❞♦ ♣❛)❛ ❡#(♦ ❝♦♥(❛) ❝♦♥ ❞❡(❡❝(♦) ♣❧❛♥❛)✳
❋✐❣✉)❛ ✶✳✶✷✿ 9)♦②❡❝❝✐+♥ ❞❡ ♠❛♥♦❥♦ ❡♥ ❝♦♥♦✳
▼❡♥❝✐♦♥❛♠♦* ;✉❡ ♥♦*♦<)♦* <)❛❜❛❥❛)❡♠♦* ❝♦♥ ♣)♦②❡❝❝✐♦♥❡* ♣❛)❛❧❡❧❛*✱ ② ♣❛)❛ ♥♦
❞❡*✈✐❛)♥♦* ❞❡ ♥✉❡*<)♦ ♦❜❥❡<✐✈♦✱ ❡* ❞❡❝✐) ❡❧ ♣)♦❜❧❡♠❛ ♠❛<❡♠@<✐❝♦ ❛❧ ;✉❡ ♥♦*
❡♥❢)❡♥<❛♠♦* ❡* ❤❛❧❧❛) ✉♥❛ ❢✉♥❝✐+♥ ❝♦♥♦❝✐❡♥❞♦ *✉* ✐♥<❡❣)❛❧❡* ❞❡ ❧C♥❡❛ ❡♥ <♦❞❛*
❧❛* ❞✐)❡❝❝✐♦♥❡*✳ ❈♦♥ ❧❛ ♥♦<❛❝✐+♥ ❛♥<❡)✐♦)✱ ❧♦ ;✉❡ ❜✉*❝❛♠♦* ❡* ✉♥❛ ❢♦)♠✉❧❛✱ ;✉❡
♥♦* ♣❡)♠✐<❛ )❡❝✉♣❡)❛) f ❛ ♣❛)<✐) ❞❡ Rf ✱ ♣❛)❛ ❡❧❧♦ )❡❣)❡*❡♠♦* ❛ ❞❛)❧❡ ✉♥❛
♦❥❡❛❞❛ ❛ ❧❛ ✜❣✉)❛ ✶✳✷ ② ✈❛♠♦* ❛ ♣❛)❛♠❡<)✐③❛) ❧❛ )❡❝<❛ l✱ ❡♥<♦♥❝❡* <❡♥❡♠♦*✿{
x = s cos θ − u sen θ
y = s sen θ + u cos θ ♣❛)❛ u ∈ R.
▲✉❡❣♦✱ ❛*✉♠✐❡♥❞♦ ;✉❡ f <✐❡♥❡ *♦♣♦)<❡ ❝♦♠♣❛❝<♦ ♣♦❞❡♠♦* )❡❡*❝)✐❜✐) ❧❛ ❡❝✉❛❝✐+♥
✭✶✳✶✮ ❝♦♠♦✿
✭✶✳✶✽✮ Rf (s, θ) =
∫ ∞
−∞
f(s cos θ − u sen θ, s sen θ + u cos θ) du
✶✳✹✳ ▲❛ ✐♥✈❡)*✐+♥ ❞❡ RT
❊❧ ♣)♦♣+*✐<♦ ❞❡ ❡*<❛ ♣❛)<❡ ❡* ♠♦*<)❛) ❝+♠♦ ♣✉❡❞❡ ✉*❛)*❡ ❧❛ <)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡
❋♦✉)✐❡) ❡♥ ❧❛ ✐♥✈❡)*✐+♥ ❞❡ ❧❛ RT ✳ ❆❞❡♠@* ❡*<❛ ❢♦)♠❛ ❞❡ ✐♥✈❡)<✐) ❧❛ <)❛♥*❢♦)♠❛❞❛
❞❡ ❘❛❞♦♥ ♣❡)♠✐<❡ ❧❛ ❝)❡❛❝✐+♥ ❞❡ ✐♠@❣❡♥❡* ❛ ♣❛)<✐) ❞❡ ♣)♦②❡❝❝✐♦♥❡*✳
▲❛ ♠❡<♦❞♦❧♦❣C❛ *❡ ❜❛*❛ ❡♥ ;✉❡ ♣♦❞❡♠♦* )❡❝♦♥*<)✉✐) ✉♥❛ ❢+)♠✉❧❛ ❞❡ ✐♥✈❡)✲
*✐+♥ ♣❛)❛ ❧❛ <)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✉*❛♥❞♦ <❛♥<♦ ❧❛ <)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉)✐❡)
✉♥✐❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ② ❜✐❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✶✳✹✳ ▲❛ ✐♥✈❡)*✐+♥ ❞❡ RT ✷✶
▼/* ❡*♣❡❝2✜❝❛♠❡♥5❡ 5❡♥❡♠♦* ❡❧ *✐❣✉✐❡♥5❡ 5❡♦)❡♠❛✳ ✭;❛)❛ ♠/* ❞❡5❛❧❧❡* ❞❡ ❡*5❡
5❡♦)❡♠❛ ② ❧❛ )❡❝♦♥*5)✉❝❝✐+♥ ❞❡ ✐♠/❣❡♥❡* ♣♦) ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣)♦②❡❝❝✐♦♥❡* ✈❡) ❧❛
*❡❝❝✐+♥ ✸✳✷✮
❚❡♦#❡♠❛ ✶✳✶✳ ✭❘❡♣❡+✐❞♦ ❞❡.♣✉0. ❝♦♠♦ ❚❡♦#❡♠❛ ✸✳✷✳✮
❙❡❛ Pθf(s) ❧❛ ✐♥&❡❣(❛❧ ❞❡ ❧*♥❡❛ ❞❡ f +♦❜(❡ ❧❛ (❡❝&❛ L(θ,s) ❝♦♥ ❧❛ ♣❛(❛♠❡&(✐③❛❝✐2♥
x cos θ + y sen θ = s✱ ❡♥&♦♥❝❡+ ♣❛(❛ f +✉✜❝✐❡♥&❡♠❡♥&❡ (❡❣✉❧❛( +❡ &✐❡♥❡
f(x, y) =
∫ π
0
∫ ∞
−∞
|r| P̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr dθ
▲❛ ❞❡♠♦*5)❛❝✐+♥ ❞❡ ❡*5❡ 5❡♦)❡♠❛ ❡*5/ ❡♥ ❧❛ *❡❝❝✐+♥ ✸✳✷✳✷✳
▲❛ ❋✐❣✿ ✶✳✶✸✱ ✐❧✉*5)❛ ❧❛ )❡❧❛❝✐+♥ B✉❡ ❡①✐*5❡ ❡♥5)❡ ❧❛* ✐♠/❣❡♥❡*✱ ❧❛* ♣)♦②❡❝❝✐♦♥❡*
✭RT ✮ ② ❧❛ 5)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉)✐❡)✳
❋✐❣✉)❛ ✶✳✶✸✿ ❘❡❧❛❝✐+♥ ❡♥5)❡ ❧❛* 5)❛♥*❢♦)♠❛❞❛* ❞❡ ❋♦✉)✐❡) ② ❘❛❞♦♥✳
❉♦♥❞❡✿
✯ F1 ❡* ❧❛ 5)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉)✐❡) ✉♥✐❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✳
✯ F2 ❡* ❧❛ 5)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉)✐❡) ❜✐❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✳
✯ RT ❡* ❧❛ 5)❛♥*❢♦)♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳
❬❈❛❪✱ ❬❈✉❪✱ ❬❍❛♥❪✱ ❬❑❛❪
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❈❛♣#$✉❧♦ ✷
❚♦♠♦❣,❛❢#❛
✷✳✶✳ ▲❛ ❚♦♠♦❣)❛❢+❛ ② -✉ ❞❡-❛))♦❧❧♦ ❤✐-45)✐❝♦
❚♦♠♦❣$❛❢'❛
▲❛ ♣❛❧❛❜%❛ &♦♠♦❣%❛❢+❛ ♣%♦✈✐❡♥❡ ❞❡❧ ❣%✐❡❣♦  ♦♠♦# ✭2❡❝❝✐4♥✮ + ❣%❛❢+❛ ✭❡2❝%✐&✉%❛✮✳
❚♦♠♦❣%❛❢+❛ ♣♦% &❛♥&♦ 2❡ %❡✜❡%❡ ❛ ❝✉❛❧:✉✐❡% &;❝♥✐❝❛ :✉❡ ♣❡%♠✐&❛ ✈✐2✉❛❧✐③❛% ❧❛
2❡❝❝✐4♥ &%❛♥2✈❡%2❛❧ ❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡&♦✳
❆2+♠✐2♠♦✱ ❧❛ &♦♠♦❣%❛❢+❛ ❡2 ✉♥ &✐♣♦ ❞❡ ❡♥2❛②♦ ♥♦✲❞❡2&%✉❝&✐✈♦✱ ♣♦2✐❜✐❧✐&❛♥❞♦
✈✐2✉❛❧✐③❛% ❡❧ ✐♥&❡%✐♦% ❞❡ ✉♥ ❝✉❡%♣♦ 2✐♥ &❡♥❡% ❧❛ ♥❡❝❡2✐❞❛❞ ❞❡ ❛❜%✐%❧♦✳❬❲❪
❊①✐2&❡♥ ❞✐✈❡%2♦2 &✐♣♦2 ❞❡ &♦♠♦❣%❛❢+❛2✳ ❈❛❞❛ &✐♣♦ 2❡ ❜❛2❛ ❡♥ ✉♥ ♣%✐♥❝✐♣✐♦ ❢+2✐❝♦
❞✐❢❡%❡♥&❡✳ ▲❛ &♦♠♦❣%❛❢+❛ ❞❡ %❛②♦2 X✱ ♣♦% ❡❥❡♠♣❧♦✱ &✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥&♦ ❧❛
❛&❡♥✉❛❝✐4♥ 2✉❢%✐❞❛ ♣♦% ✉♥ ❣%✉♣♦ ❞❡ %❛②♦2 X ❛❧ ❛&%❛✈❡2❛% ✉♥ ♦❜❥❡&♦✳
H♦% ♦&%♦ ❧❛❞♦✱ ❧❛ &♦♠♦❣%❛❢+❛ ♣♦% ❡♠✐2✐4♥✱ ✉&✐❧✐③❛ ✐♥❢♦%♠❛❝✐♦♥❡2 2♦❜%❡ ❡❧ ❞❡✲
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✈❛♥ ❤❛❝✐❛ ✉♥ ❞❡4❡❝4♦) ❞❡ )❛②♦- X✳
▲♦- ❞❡4❡❝4♦)❡- ❡-4Q♥ ❝♦♥-4✐4✉+❞♦- ❞❡ ❝)✐-4❛❧❡- ❞❡ ❝✐♥4✐❧❛❝✐5♥ ❡♥ ❝Q♠❛)❛- ❞❡
✐♦♥✐③❛❝✐5♥ M✉❡ ♣❡)♠✐4❡♥ ❝✉❛♥4✐✜❝❛) ❧❛- ♠❡❞✐❞❛-✳ ❙✉ -❡♥-✐❜✐❧✐❞❛❞ ❡- ❡①4)❡♠❛❞❛✲
♠❡♥4❡ ♠❛②♦) M✉❡ ❧❛ ♣❡❧+❝✉❧❛ )❛❞✐♦❣)Q✜❝❛✳ ▲♦- ❞❡4❡❝4♦)❡- ❞❡ ❧❛ ❢✉❡♥4❡ ❞❡ )❛②♦-
X ❡-4Q♥ -✐4✉❛❞♦- ❡♥ ✉♥ ❡M✉✐♣♦ ✜❥♦✱ M✉❡ ❞❡✜♥❡ ✉♥ ♣❧❛♥♦ ♣❛)❛ ❞❡4❡❝4❛) ❧❛- ♦♥✲
❞❛- ❞❡ )❛②♦- X✳ ❈✉❛♥❞♦ ❡❧ ♦❜❥❡4♦ ❛ -❡) ❡-4✉❞✐❛❞♦ ❡- ❝♦❧♦❝❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❞✐)❡❝❝✐5♥
❞❡❧ )❛②♦✱ ❡❧ ❞✐-♣♦-✐4✐✈♦ ♣)♦♣♦)❝✐♦♥❛ ❧❛ ♠❡❞✐❞❛ ❞❡ ❛4❡♥✉❛❝✐5♥ )❛❞✐❛♥4❡ ❞❡ ❡-❡
♦❜❥❡4♦✳
▼❡❞✐❛♥4❡ ❧♦- ❞❡4❡❝4♦)❡- -❡ ♦❜4❡♥✐❡♥❡♥ ✉♥❛ -❡)✐❡ ❞❡ ♠❡❞✐❞❛- ❞❡ ❛4❡♥✉❛❝✐♦♥❡-
)❡-✉❧4❛♥4❡- ❞❡ ❧♦- )❛②♦- X M✉❡ ❛4)❛✈✐❡-❛♥ ✉♥ ❝✉❡)♣♦✳ ❯♥❛ -✉♠❛ ❞❡ ❡-4❛- ♣)♦②❡❝✲
❝✐♦♥❡- ♥♦ -♦♥ -✉✜❝✐❡♥4❡- ♣❛)❛ ❧❛ )❡❝♦♥-4)✉❝✐5♥ ❞❡❧ ❝♦)4❡✳ ❙♦♥ ♥❡❝❡-❛)✐❛- ✐♥♥✉✲
♠❡)❛❜❧❡- ♣)♦②❡❝❝✐♦♥❡-✳
❆ 4)❛✈V- ❞❡ ✉♥ ♠♦✈✐♠❡♥4♦ ❞❡ )♦4❛❝✐5♥ ❞❡❧ ❝♦♥❥✉♥4♦ ❡♥ 4♦)♥♦ ❞❡❧ ❡❥❡ ❞❡❧ ♦❜❥❡4♦
❡①❛♠✐♥❛❞♦✱ ❡- ♣♦-✐❜❧❡ )❡❣✐-4)❛) ✉♥❛ -❡)✐❡ ❞❡ ♣)♦②❡❝❝✐♦♥❡- ❞❡ ❛4❡♥✉❛❝✐♦♥❡- ✭♣❡)✲
✜❧✮ M✉❡ )❡-✉❧4❛♥ ❞❡❧ )❛②♦ M✉❡ ❛4)❛✈✐❡-❛ ❡❧ ♠✐-♠♦ ❝♦)4❡ ❡♥ ❞✐)❡❝❝✐♦♥❡- ❞✐-4✐♥4❛-✳
❬❈♦❪✱ ❬❍❣❪✱ ❬❍♦❪✱ ❬◗❪✱ ❬◆❛❪
▲❛ ❋✐❣✉)❛ ✷✳✷ ✐❧✉-4)❛ ✉♥ ❡-M✉❡♠❛ -✐♠♣❧✐✜❝❛❞♦ ❞❡ 4♦♠♦❣)❛❢+❛ ❝♦♠♣✉4❛)✐③❛❞❛✳
✶
❛❝❝✐#♥ ❞❡ ❞✐'✐❣✐' ❧❛ ✈✐+,❛ ❡♥ ❝✐❡',♦+ ❛♣❛'❛,♦+ #♣,✐❝♦+✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✷✳ "❧❛♥&❡❛♠✐❡♥&♦ ▼❛&❡♠,&✐❝♦ ❞❡❧ "/♦❜❧❡♠❛ ✷✺
❋✐❣✉/❛ ✷✳✷✿ ❙✐7&❡♠❛ 7✐♠♣❧✐✜❝❛❞♦ ❞❡ &♦♠♦❣/❛❢;❛ ❝♦♠♣✉&❛/✐③❛❞❛✱ &♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬❲❪
✷✳✷✳ "❧❛♥&❡❛♠✐❡♥&♦ ▼❛&❡♠,&✐❝♦ ❞❡❧ "/♦❜❧❡♠❛
▲❛ &♦♠♦❣/❛❢;❛ ❡7 ✉♥ 7✉❝❡7♦ B✉❡ &✐❡♥❡ ♠❛②♦/ &❡❝♥♦❧♦❣;❛ ❡♥ ❧❛ ♠❡❞✐❝✐♥❛✳ ❊①✐7&❡♥
✈❛/✐♦7 &✐♣♦7 ❞❡ &♦♠♦❣/❛❢;❛✱ 7✐♥ ❡♠❜❛/❣♦ ❧❛ &♦♠♦❣/❛❢;❛ ❝❧,7✐❝❛ ❡7&, ❜❛7❛❞❛ ❡♥
❧❛ &/❛♥7❢♦/♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳
❊7 ❝❧❛/♦ B✉❡ ❝✉❛♥❞♦ ✉♥❛ ♠✉❡7&/❛ ❡7 ❛&/❛✈❡7❛❞❛ ♣♦/ ✉♥ ✜♥♦ ❤❛③ ❞❡ /❛②♦7 X
❞❡ ✐♥&❡♥7✐❞❛❞ I✱ ❧❛ ❞✐7♠✐♥✉❝✐I♥ ❞❡ ❞✐❝❤❛ ✐♥&❡♥7✐❞❛❞ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥7✐❞❛❞ ρ
❞❡ ❧❛ ♠✉❡7&/❛ ✭❡❧ ♣❧♦♠♦ ❡7 ♠,7 ✏/❡7✐7&❡♥&❡✑ ❛ ❧♦7 /❛②♦7 X B✉❡ ❡❧ ❛✐/❡✮ ② ❞❡ 7✉
❣/♦7♦/✳
❙✐ ❞✐✈✐❞✐♠♦7 ❧❛ ③♦♥❛ ❛&/❛✈❡7❛❞❛ ♣♦/ ❧♦7 /❛②♦7 ❡♥ ♣❡B✉❡N❛7 /♦❞❛❥❛7 &/❛♥7✈❡/✲
7❛❧❡7 ❞❡ &❛♠❛N♦ ✐♥✜♥✐&❡7✐♠❛❧ ✭✈❡/ ✜❣✉/❛ ✷✳✸✮✱ ❡♥ ❧❛7 B✉❡ ❧❛ ❞❡♥7✐❞❛❞ 7❡❛
♣/,❝&✐❝❛♠❡♥&❡ ❝♦♥7&❛♥&❡✱ ❡7 ♥❛&✉/❛❧ 7✉♣♦♥❡/ B✉❡ ❧❛ ♣/♦♣♦/❝✐I♥ ❡♥ B✉❡ ❞✐7♠✐♥✲
✉②❡ ❧❛ ✐♥&❡♥7✐❞❛❞ ❡7 ❞✐/❡❝&❛♠❡♥&❡ ♣/♦♣♦/❝✐♦♥❛❧ ❛ ❛♠❜❛7 ❝❛♥&✐❞❛❞❡7✱ ❞✐❣❛♠♦7
❝♦♥ ❝♦♥7&❛♥&❡ ❞❡ ♣/♦♣♦/❝✐♦♥❛❧✐❞❛❞ ✉♥♦ ♠❡❞✐❛♥&❡ ✉♥❛ ❡❧❡❝❝✐I♥ ❛❞❡❝✉❛❞❛ ❞❡ ❧❛7
✉♥✐❞❛❞❡7✳
❋✐❣✉/❛ ✷✳✸✿ ▼✉❡7&/❛ 7✐❡♥❞♦ ❛&/❛✈❡7❛❞❛ ♣♦/ ❧♦7 /❛②♦7
"❛7❛♥❞♦ ❛❧ ❧;♠✐&❡ ❡♥ ❧❛ ❛♥❝❤✉/❛ ❞❡ ❧❛7 /♦❞❛❥❛7
−dI = ρIdx⇒ I ′ = −ρI ⇒ − (ln I)′ = ρ
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✷✳ "❧❛♥&❡❛♠✐❡♥&♦ ▼❛&❡♠,&✐❝♦ ❞❡❧ "/♦❜❧❡♠❛ ✷✻
❉❡ ♠♦❞♦ 3✉❡ 5✐ I0 ❡5 ❧❛ ✐♥&❡♥5✐❞❛❞ ✐♥✐❝✐❛❧ ✭❛♥&❡5 ❞❡ ❡♥&/❛/ ❡♥ ❧❛ ♠✉❡5&/❛✮ ❡ If
❡5 ❧❛ ✐♥&❡♥5✐❞❛❞ ✜♥❛❧ ✭❞❡5♣✉:5 ❞❡ 5❛❧✐/✮✱ ✐♥&❡❣/❛♥❞♦ 5❡ &✐❡♥❡
ln I0 − ln If =
∫
ρ.
❊✈✐❞❡♥&❡♠❡♥&❡✱ 5✐ ❧♦5 /❛②♦5 5✐❣✉❡♥ ✉♥❛ /❡❝&❛ L✱ ❡♥ ✈❡③ ❞❡❧ ❡❥❡ OX✱ ❧❛ ✐♥&❡❣/❛❧
❛♥&❡/✐♦/ ❡5 ❧❛ ✐♥&❡❣/❛❧ ❞❡ ❧B♥❡❛ ❛ ❧♦ ❧❛/❣♦ ❞❡ L✳
❊♥ ❞❡✜♥✐&✐✈❛✱ ❧♦ 3✉❡ ❞❡❜❡♠♦5 &❡♥❡/ ❡♥ ♠❡♥&❡ ❡5 3✉❡ ♠✐❞✐❡♥❞♦ ✐♥&❡♥5✐❞❛❞❡5
✐♥✐❝✐❛❧❡5 ② ✜♥❛❧❡5 ♣♦❞❡♠♦5 5❛❜❡/ ❧❛5 ✐♥&❡❣/❛❧❡5 ❞❡ ❧❛ ❞❡♥5✐❞❛❞ ❛ ❧♦ ❧❛/❣♦ ❞❡
❧❛5 ❧B♥❡❛5 /❡❝&❛5 3✉❡ 5✐❣✉❡♥ ❧♦5 /❛②♦5✳ ✭❊5&❡ ♠♦❞❡❧♦ 5❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ❧❛ ❧❡② ❞❡
❇❡❡/✲▲❛♠❜❡/&✮
❆❤♦/❛✱ 5✐ ❝♦♠♦ ♠✉❡5&/❛✱ &♦♠❛♠♦5 ✉♥❛ ♣❛/&❡ ❞❡❧ ❝✉❡/♣♦ ❤✉♠❛♥♦ ② ❤❛❝❡♠♦5
✉♥ ❝♦/&❡ &/❛♥5✈❡/5❛❧ ② ❡♠✐&✐♠♦5 ✉♥ ❤❛③ ❞❡❧❣❛❞♦ ❞❡ /❛②♦5 X ❡♥ ❞✐/❡❝❝✐H♥ ❞❡ ❧❛
/❡❝&❛ L ✭❝♦♠♦ 5❡ ♠✉❡5&/❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉/❛ ✷✳✹✮✳
❋✐❣✉/❛ ✷✳✹✿ "❧❛♥♦ ❛ &/❛✈:5 ❞❡❧ ❝✉❡/♣♦ ❤✉♠❛♥♦
❖❜&❡♥❡♠♦5✱ 3✉❡ ♥✉❡5&/❛ ✐♥&❡♥5✐❞❛❞✱ ✈❛/B❛ ❞❡ ❛❝✉❡/❞♦ ❛ ❧❛ ❞❡♥5✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♠✉❡5✲
&/❛✱ ❡♥&♦♥❝❡5 ♥✉❡5&/♦ ♠♦❞❡❧♦ 5❡/B❛✿
✭✷✳✶✮
∆I
I
= −f(x, y)∆(x, y)
❞♦♥❞❡ f(x, y) ❡5 ❧❛ ❢✉♥❝✐H♥ 3✉❡ ❞❡♥♦&❛ ❧❛ ❞❡♥5✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♠✉❡5&/❛ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥&♦
(x, y)✳
■♥&❡❣/❛♥❞♦ ❡5&❛ ❡❝✉❛❝✐H♥ ❛ ❧♦ ❧❛/❣♦ ❞❡ ❧❛ /❡❝&❛ L ♦❜&❡♥❡♠♦5✿
✭✷✳✷✮ ln
(
I0
I
)
=
∫
L(δ,s)
f(x, y) dL,
❞♦♥❞❡ I0 ❡5 ❧❛ ✐♥&❡♥5✐❞❛❞ ❞❡❧ /❛②♦ ❛♥&❡5 ❞❡ ❛&/❛✈❡5❛/ ❧❛ ♠✉❡5&/❛ ❡ I ❡5 ❧❛ ✐♥&❡♥✲
5✐❞❛❞ ❞❡❧ /❛②♦ ❞❡5♣✉:5 ❞❡ ❛&/❛✈❡5❛/ ❧❛ ♠✉❡5&/❛ ② ❧❛ /❡❝&❛ L &✐❡♥❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐H♥
L(δ,s) = {(s cos δ, s sen δ) + µ(− sen δ, cos δ);µ ∈ R, δ ∈ (0, π]}
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✸✳ ▼❛❧ ❈♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥.♦ ✷✼
❆❤♦2❛ ♣♦❞❡♠♦4 ❝❛❧❝✉❧❛2 ❡4.❛ ✐♥.❡❣2❛❧ ❞❡ ❧7♥❡❛ 4♦❜2❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛4 2❡❝.❛4✳
✭✷✳✸✮ Rf(s, δ) =
∫
L(δ,s)
f(x, y) dL.
❊❧ ♦♣❡2❛❞♦2 <✉❡ ❛4✐❣♥❛ ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐>♥ ❡4❝❛❧❛2 4✉ ✐♥.❡❣2❛❧ ❞❡ ❧7♥❡❛ 4♦❜2❡ ❝❛❞❛
2❡❝.❛ ❡4 ❡4❝❡♥❝✐❛❧♠❡♥.❡ ❧♦ <✉❡ 4❡ ❧❧❛♠❛ ❚2❛♥4❢♦2♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ❞❡ f ✳ ✭❱❡2 ❧❛
4❡❝❝✐>♥ ✶✳✷ ❞❡❧ ❈❛♣7.✉❧♦ ✶✳✮
❊❧ ♣!♦❜❧❡♠❛ ❞✐!❡❝+♦ ❡4 ❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛2 ❧❛ +!❛♥-❢♦!♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ Rf ❝✉❛♥❞♦ 4❡
❝♦♥♦❝❡ ❡❧ ✈❛❧♦2 ❞❡ f ✳ ▼✐❡♥.2❛4 <✉❡ ❡❧ ♣!♦❜❧❡♠❛ ✐♥✈❡!-♦ ❡4 ❡❧ ❞❡ ❞❡.❡2♠✐♥❛2 ❧❛
❞❡♥4✐❞❛❞ f ❝✉❛♥❞♦ 4❡ ❝♦♥♦❝❡ ❧❛ .2❛♥4❢♦2♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ Rf ✳
✷✳✸✳ ▼❛❧ ❈♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥.♦
❍❛❞❛♠❛2❞ ✭✶✾✸✷✮ ❝❧❛4✐✜❝❛ ❧♦4 ♠♦❞❡❧♦4 ♠❛.❡♠G.✐❝♦4 ♣❛2❛ ✉♥ ♣2♦❜❧❡♠❛ ❢74✐❝♦
✭❡♥ .H2♠✐♥♦4 ❞❡ ✉♥❛ ❡❝✉❝✐>♥ ❡♥ ❞❡2✐✈❛❞❛4 ♣❛2❝✐❛❧❡4 ❝♦♥ ✈❛❧♦2❡4 ❡♥ ❧❛ ❢2♦♥.❡2❛✮
❝♦♠♦ ♣2♦❜❧❡♠❛4 ❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦4 ♦ ♣2♦❜❧❡♠❛4 ♠❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦4✳
❯♥ ♣2♦❜❧❡♠❛ ❡4 ❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦ 4✐ ❝✉♠♣❧❡ ❝♦♥ ❧❛4 4✐❣✉✐❡♥.❡4 ♣2♦♣✐❡❞❛❞❡4✿
✶✳ ❊①✐4.❡ 4♦❧✉❝✐>♥ ♣❛2❛ ❡❧ ♣2♦❜❧❡♠❛ ✭❧❛ ❡①✐-+❡♥❝✐❛✮✳
✷✳ ▲❛ 4♦❧✉❝✐>♥ <✉❡ ❡①✐4.❡ ❡4 M♥✐❝❛ ✭❧❛ ✉♥✐❝✐❞❛❞ ✮✳
✸✳ ▲❛ 4♦❧✉❝✐>♥ ❞❡♣❡♥❞❡ ❝♦♥.✐♥✉❛♠❡♥.❡ ❞❡ ❧♦4 ❞❛.♦4 ✭❧❛ ❡-+❛❜✐❧✐❞❛❞ ✮✳
▼❛.❡♠G.✐❝❛♠❡♥.❡ ❡❧ ♣2♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❡①✐4.❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧❛ 4♦❧✉❝✐>♥ ♣✉❡❞❡ 4♦❧✉✲
❝✐♦♥❛24❡ ❛❣2❛♥❞❛♥❞♦ ❡❧ ❡4♣❛❝✐♦ ❞❡ ❧❛ 4♦❧✉❝✐>♥✳ ❊❧ ❝♦♥❝❡♣.♦ ❞❡ 4♦❧✉❝✐>♥ ❞✐4✲
.2✐❜✉❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐>♥ ❞✐❢❡2❡♥❝✐❛❧ ❡4 ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦✳ ❙✐ ✉♥ ♣2♦❜❧❡♠❛ .✐❡♥❡
♠G4 ❞❡ ✉♥❛ 4♦❧✉❝✐>♥✱ ❡♥.♦♥❝❡4 ❧❛ ✐♥❢♦2♠❛❝✐>♥ ❛❝❡2❝❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡4 ✐♥4✉✜❝✐❡♥.❡✱
❡♥ ❡4.❡ ❝❛4♦ ♣✉❡❞❡♥ 4❡2 ✐♥.2♦❞✉❝✐❞❛4 ♣2♦♣✐❡❞❛❞❡4 ❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡4 ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥
❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❜✉4❝❛2 ✉♥❛ M♥✐❝❛ 4♦❧✉❝✐>♥✳
❊❧ 2❡<✉✐4✐.♦ ❞❡ ❧❛ ❡4.❛❜✐❧✐❞❛❞ ❡4 ❡❧ ♠G4 ✐♠♣♦2.❛♥.❡✱ ♣✉❡4 4✐ ❡❧ ♣2♦❜❧❡♠❛ ♥♦
❡4 ❡4.❛❜❧❡✱ ❡♥.♦♥❝❡4 ❧❛ 4♦❧✉❝✐>♥ ❡4 ♣2G❝.✐❝❛♠❡♥.❡ ✐♠♣♦4✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛2✱ ♣✉❡4
❛❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥.❡ ❛ ❡4.♦ 4❡ 4✉♠❛ <✉❡ .♦❞❛ ♠❡❞✐❞❛ ♥✉♠H2✐❝❛ ❡4.G ❝♦♥.❛♠✐♥❛❞❛ ♣♦2
❡22♦2❡4 ✐♠♣♦4✐❜❧❡4 ❞❡ ❡✈✐.❛2✱ 4✐ .❡♥❡♠♦4 ❡♥ ❝✉❡♥.❛ ❡4♦✱ ❧♦4 ❞❛.♦4 ❞❡❧ ♣2♦❜❧❡♠❛
4✐❡♠♣2❡ ❡4.G♥ ♣❡2.✉2❜❛❞♦4✳
❙✐ ❧❛ 4♦❧✉❝✐>♥ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡ ❝♦♥.✐♥✉❛♠❡♥.❡ ❞❡ ❧♦4 ❞❛.♦4 ❡♥.♦♥❝❡4 ❡♥ ❣❡♥❡2❛❧ ❧❛
4♦❧✉❝✐>♥ ❛♣2♦①✐♠❛❞❛ ♥♦ .✐❡♥❡ ♥❛❞❛ <✉❡ ✈❡2 ❝♦♥ ❧❛ 4♦❧✉❝✐>♥ ❡①❛❝.❛✳ ◆♦ ❤❛②
♠❛♥❡2❛ ❞❡ ❡✈✐.❛2 ❡4.❡ ♣2♦❜❧❡♠❛ 4✐ ♥♦ 4❡ .✐❡♥❡ ✐♥❢♦2♠❛❝✐>♥ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧ 4♦❜2❡ ❧❛
4♦❧✉❝✐>♥✳ ▲❛ ❢❛❧.❛ ❞❡ ✐♥❢♦2♠❛❝✐>♥ ♥♦ 4❡ ♣✉❡❞❡ 2❡♠❡❞✐❛2 ♣♦2 ♥✐♥❣M♥ ❛2.✐✜❝✐♦
♠❛.❡♠G.✐❝♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✸✳ ▼❛❧ ❈♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥.♦ ✷✽
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ✷✳✶✳ ✭❇✉❡♥ ❈♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥2♦✮
❙❡❛♥ X ,Y ❞♦& ❡&♣❛❝✐♦& ♥♦*♠❛❞♦&✱ K : X → Y ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* ✭❧✐♥❡❛❧ ♦ ♥♦ ❧✐♥✲
❡❛❧✮✳ ▲❛ ❡❝✉❛❝✐2♥ Kx = y ❡& ❧❧❛♠❛❞❛ ❜✐❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞❛ ♦ ❜✐❡♥ ♣✉❡62❛ &✐
❝✉♠♣❧❡ ❧❛& &✐❣✉✐❡♥4❡& ♣*♦♣✐❡❞❛❞❡&✿
1✳ ▲❛ ❊①✐&4❡♥❝✐❛✿ 8❛*❛ ❝❛❞❛ y ∈ Y ❡①✐&4❡ x ∈ X ✭❛❧ ♠❡♥♦& ✉♥♦✮ 4❛❧ 9✉❡
Kx = y✳
2✳ ▲❛ ❯♥✐❝✐❞❛❞✿ 8❛*❛ ❝❛❞❛ y ∈ Y ❡①✐&4❡ ❛ ❧♦ ♠;& ✉♥ x ∈ X 4❛❧ 9✉❡ Kx = y✳
3✳ ▲❛ ❊&4❛❜✐❧✐❞❛❞✿ ▲❛ &♦❧✉❝✐2♥ x ❞❡♣❡♥❞❡ ❝♦♥4✐♥✉❛♠❡♥4❡ ❞❡ y✱ ❡& ❞❡❝✐*✱ ♣❛*❛
❝❛❞❛ &✉❝❡&✐2♥ (xn) ∈ X ❝♦♥ Kxn → Kx✱ (n→∞)✱ ❡&4♦ ✐♠♣❧✐❝❛ 9✉❡✱
✭xn✮→ x (n→∞)
▲✉❡❣♦✱ ❝✉❛❧6✉✐❡7 ❡❝✉❛❝✐8♥ 6✉❡ ♥♦ ❝✉♠♣❧❛ ❝♦♥ ❛❧ ♠❡♥♦: ✉♥❛ ❞❡ ❧❛: ♣7♦♣✐❡❞❛❞❡:
❛♥.❡7✐♦7❡: ❡: ❧❧❛♠❛❞♦ ♣7♦❜❧❡♠❛ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦ ♦ ♠❛❧ ♣✉❡62♦ ✳
❊: ❞❡ ♠✉❝❤❛ ✐♠♣♦7.❛♥❝✐❛ ❝♦♥♦❝❡7 ❧❛ .❡7♥❛ ✭X ,Y ,K✮ ② :✉: 7❡:♣❡❝.✐✈❛: ♥♦7✲
♠❛:✳ ▲❛ ❡①✐:.❡♥❝✐❛ ② ❧❛ ✉♥✐❝✐❞❛❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥ :♦❧♦ ❞❡ ❧❛ ♥❛.✉7❛❧❡③❛ ❛❧❣❡❜7❛✐❝❛ ❞❡❧
♦♣❡7❛❞♦7 ② ❞❡ ❧♦: ❡:♣❛❝✐♦:✱ ✐✳❡✳✱ ➽❉8♥❞❡ ❡❧ ♦♣❡7❛❞♦7 ❡: :♦❜7❡ ② ✉♥♦ ❛ ✉♥♦❄✳
❊♥ ❝❛♠❜✐♦ ❧❛ ❡:.❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡♣❡♥❞❡ .❛♠❜✐F♥ ❞❡ ❧❛ .♦♣♦❧♦❣G❛ ❞❡ ❧♦: ❡:♣❛❝✐♦:✳ ✐✳❡✳✱
➽❉8♥❞❡ ❡❧ ♦♣❡7❛❞♦7 ✐♥✈❡7:♦ K−1: Y → X ❡: ❝♦♥.✐♥✉♦❄✳ ❊:.♦: 7❡6✉❡7✐♠✐❡♥.♦:
♥♦ :♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥.❡: ✉♥♦ ❞❡❧ ♦.7♦✱ ♣♦7 ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❛❝✉❡7❞♦ ❝♦♥ ❡❧ .❡♦7❡♠❛ ❞❡
❧❛ ❢✉♥❝✐8♥ ❛❜✐❡7.❛ ✭✈❡7 .❡♦7❡♠❛ ❆✳✶ ❞❡❧ ❆♣F♥❞✐❝❡✮✱ ❡❧ ♦♣❡7❛❞♦7 ✐♥✈❡7:♦ K✲✶ ❡:
❛✉.♦♠L.✐❝❛♠❡♥.❡ ❝♦♥.✐♥✉♦ :✐ K ❡: ✉♥ ♦♣❡7❛❞♦7 ❧✐♥❡❛❧ ② ❝♦♥.✐♥✉♦ ② ❧♦: ❡:♣❛❝✐♦:
X ,Y :♦♥ ❡:♣❛❝✐♦: ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳
▲♦: ♦♣❡7❛❞♦7❡: ✐♥.❡❣7❛❧❡: :♦♥ ♦♣❡*❛❞♦*❡& ❝♦♠♣❛❝4♦& ❡♥ ♠✉❝❤❛: .♦♣♦❧♦❣G❛: ♥❛✲
.✉7❛❧❡: ❜❛❥♦ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡: ♠✉② ❞F❜✐❧❡: ❡♥ ❡❧ ♥N❝❧❡♦✳ ❊❧ :✐❣✉✐❡♥.❡ .❡♦7❡♠❛ ✐♠♣❧✐❝❛
6✉❡ ❧❛: ❡❝✉❛❝✐♦♥❡: ❧✐♥❡❛❧❡: ❞❡ ❧❛ ❢♦7♠❛ Kx = y ❞♦♥❞❡ K ❡: ✉♥ ♦♣❡7❛❞♦7 ❝♦♠✲
♣❛❝.♦✱ ❡♥.♦♥❝❡: :✐❡♠♣7❡ ❡: ✉♥ ♣7♦❜❧❡♠❛ ♠❛❧ ♣✉❡:.♦✳
❚❡♦9❡♠❛ ✷✳✶✳
❙❡❛♥ X , Y ❞♦& ❡&♣❛❝✐♦& ♥♦*♠❛❞♦& ② K : X → Y ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* ❧✐♥❡❛❧ ❝♦♠♣❛❝4♦
❝♦♥ ❡&♣❛❝✐♦ ♥✉❧♦ N (K) := {x ∈ X : Kx = 0}✳ ❙❡❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥&✐2♥ ❞❡❧ ❡&♣❛❝✐♦
❝♦❝✐❡♥4❡ X /N (K) ✐♥✜♥✐4❛✳ ❊♥4♦♥❝❡& ❡①✐&4❡ ✉♥❛ (xn) ∈ X 4❛❧ 9✉❡ Kxn → 0
♣❡*♦ (xn) ♥♦ ❝♦♥✈❡*❣❡✳ ❆❞❡♠;& ♣♦❞❡♠♦& ❡&❝♦❣❡* (xn) 4❛❧ 9✉❡ ‖xn‖ → ∞✳ ❊♥
♣❛*4✐❝✉❧❛* &✐ K ❡& ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* 1− 1✱ ❡❧ ♦♣❡*❛❞♦* ✐♥✈❡*&♦ K−1: K (X ) ⊂ Y → X
❡& ✐❧✐♠✐4❛❞♦✳
❉❡♠♦629❛❝✐&♥✳
▲❧❛♠❡♠♦: N = N (K) ❛❧ ♥N❝❧❡♦ ❞❡❧ ♦♣❡7❛❞♦7 K✱ ❞♦.❡♠♦: ❛❧ ❡:♣❛❝✐♦ ❝♦❝✐❡♥.❡
X /N ❝♦♥ ❧❛ ♥♦7♠❛ ‖[x]‖ := inf {‖x+ z‖ : z ∈ N}✳
O♦7 ❤✐♣8.❡:✐: K ❡: ✉♥ ♦♣❡7❛❞♦7 ❝♦♠♣❛❝.♦✱ ❡:.♦ ✐♠♣❧✐❝❛ 6✉❡ K ❡: ✉♥ ♦♣❡7❛❞♦7
❛❝♦.❛❞♦ ❡♥.♦♥❝❡: K ❡: ✉♥ ♦♣❡7❛❞♦7 ❝♦♥.✐♥✉♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✸✳ ▼❛❧ ❈♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥.♦ ✷✾
❱❡❛♠♦1 2✉❡ ❡❧ ❡1♣❛❝✐♦ ♥✉❧♦ ❡1 ❝❡55❛❞♦✱ ❡♥ ❡❢❡❝.♦ ✈❡5❡♠♦1 2✉❡ N (K) ⊂ N (K)
❙❡❛ a ∈ N (K)⇒ ❡①✐%&❡ (an) ⊂ N (K) &❛❧ (✉❡ an → a
⇒ Kan → Ka, pues K ❡% ❝♦♥&✐♥✉♦✳
⇒ Ka = 0, pues Kan → 0, ②❛ (✉❡ (an) ⊂ N (K)
⇒ a ∈ N (K), ② ❡%&♦ ♣0✉❡❜❛ (✉❡ ❡❧ ❡%♣❛❝✐♦ ♥✉❧♦ ❡% ❝❡00❛❞♦✳
❉❡✜♥✐♠♦%✿
K˜ : XN → Y , ❝♦♠♦ K˜([x]) := Kx, ∀ [x] ∈
X
N
70♦❜❡♠♦% (✉❡ K˜ ❡%&8 ❜✐❡♥ ❞❡✜♥✐❞❛
❙❡❛♥ [x1] , [x2] &❛❧ (✉❡ [x1] = [x2]
⇒ x1 = x2 + n, ♣❛0❛ ❛❧❣:♥ n &❛❧ (✉❡ n ∈ N
▲✉❡❣♦
K˜([x1]) = Kx1 ✭♣♦0 ❞❡✜♥✐❝✐=♥ ❞❡ K˜)
= K(x2 + n)
= Kx2 +Kn
= Kx2, ( ♣✉❡% Kn = 0 ♣♦0 ❡%&❛0 n ❡♥ ❡❧ ♥:❝❧❡♦)
= K˜([x2])
70♦❜❡♠♦% (✉❡ K˜ ❡% ❝♦♠♣❛❝&♦✱ ❡% ❞❡❝✐0✱ ❞❡❜❡♠♦% ♣0♦❜❛0 (✉❡ ♣❛0❛ &♦❞♦
❝♦♥❥✉♥&♦ B ❛❝♦&❛❞♦ %❡ &✐❡♥❡ (✉❡ K˜(B) ❡% ✉♥ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❝♦♠♣❛❝&♦✳ ❊♥
❡❢❡❝&♦✱ %❡❛ B ✉♥ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❛❝♦&❛❞♦ ❞❡ X/N ❡♥&♦♥❝❡%
B = {b+ n : n ∈ N , b ∈ X} .
%❡❛ B1 = {b : b+ n ∈ B}
② N1 = {n : b+ n ∈ B} ,
▲✉❡❣♦ B = B1 +N1
❞♦♥❞❡ B1 ❡% ❛❝♦&❛❞♦ ♣♦0 %❡0 ✉♥ %✉❜❝♦♥❥✉♥&♦ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❛❝♦&❛❞♦✳
70♦❜❡♠♦% (✉❡ K˜([B]) ❡% ✉♥ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❝♦♠♣❛❝&♦✱ ❡♥ ❡❢❡❝&♦✿
K˜([B]) = KB
= K(B1 +N1)
= KB1 +KN1
= KB1
❈♦♠♦ K ❡% ✉♥ ♦♣❡0❛❞♦0 ❝♦♠♣❛❝&♦✱ ❡♥&♦♥❝❡% KB1 ❡% ✉♥ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❝♦♠✲
♣❛❝&♦✱ ♣♦0 ❧♦ &❛♥&♦ K˜([B]) &❛♠❜✐D♥ ❡% ✉♥ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❝♦♠♣❛❝&♦✱ ② ❝♦♠♦ B
❢✉❡ &♦♠❛❞♦ ❛0❜✐&0❛0✐❛♠❡♥&❡ ❡♥&♦♥❝❡% K˜ ❡% ✉♥ ♦♣❡0❛❞♦0 ❝♦♠♣❛❝&♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✸✳ ▼❛❧ ❈♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥.♦ ✸✵
❉❡♠♦1.2❡♠♦1 3✉❡ K˜ ❡1 ✶ ✲ ✶✱ ❡♥ ❡❢❡❝.♦✱ 1✉♣♦♥❣❛♠♦1 3✉❡ K˜([x]) = K˜([y])
⇒ Kx = Ky
⇒ K(x− y) = 0
⇒ x− y ∈ N (K)
⇒ x− y = n, .❛❧ 3✉❡ n ∈ N (K)
⇒ x = y + n
⇒ [x] = [y], ♣♦2 ❧♦ .❛♥.♦ K˜ es 1− 1.
❊♥.♦♥❝❡1 ♣♦2 ❧♦ ❛♥.❡2✐♦2 ❡①✐1.❡ ❡❧ ♦♣❡2❛❞♦2 ✐♥✈❡21♦ K˜−1✳
>2♦❜❡♠♦1 3✉❡ K˜−1 : Y ⊃ K(X ) → X /N ♥♦ ❡1.@ ❛❝♦.❛❞♦✱ ❡♥ ❡❢❡❝.♦✱
♣✉❡1 1✐ K˜−1 ❡1.❛2A❛ ❛❝♦.❛❞♦✱ ❡♥.♦♥❝❡1 ❡❧ ♦♣❡2❛❞♦2 ✐❞❡♥.✐❞❛❞
I : K˜−1 ◦ K˜ : XN →
X
N
1❡2A❛ ❝♦♠♣❛❝.♦✱ ♣✉❡1 K˜ ❡1 ❝♦♠♣❛❝.♦ ② K˜−1 ❡1.@ ❛❝♦.❛❞♦✳ ✭>♦2 .❡♦2❡♠❛
❆✳✽ ❞❡❧ ❛♥❡①♦✳✮ ▲✉❡❣♦ ❡♥.♦♥❝❡1 ❡❧ ♦♣❡2❛❞♦2 I 1❡2A❛ ❝♦♠♣❛❝.♦✱ ❧♦ 3✉❡
✐♠♣❧✐❝❛ 3✉❡ ❧❛ ❡1❢❡2❛ ✉♥✐.❛2✐❛ 1❡2A❛ ❝♦♠♣❛❝.❛✳
❊♥.♦♥❝❡1 dim
(X
N
)
<∞ ✭♣♦2 .❡♦2❡♠❛ ❆✳✾ ❞❡❧ ❛♥❡①♦✳✮
(⇒ | ⇐) , ♣✉❡1 ♣♦2 ❤✐♣J.❡1✐1 dim
(X
N
)
=∞
♣♦2 ❧♦ .❛♥.♦ K˜−1 ♥♦ ❡1.@ ❛❝♦.❛❞♦✱ ❞❡ ❞♦♥❞❡ 2❡1✉❧.❛ 3✉❡✿
♣❛2❛ .♦❞♦ n > 0 ❡①✐1.❡ yn ∈ K(X ) .❛❧ 3✉❡✿
✭✷✳✹✮ n ‖yn‖ <
∥∥∥K˜−1 (yn)∥∥∥ ,
1✐ ❜✐❡♥✱ yn ∈ K(X ) ❡♥.♦♥❝❡1 yn = K˜ ([zn]) , ♣❛2❛ ❛❧❣M♥ [zn] ∈ XN ✱ ❧✉❡❣♦
❡♥ ✭✷✳✹✮ .❡♥❡♠♦1
n
∥∥∥K˜ ([zn])∥∥∥ < ∥∥∥K˜−1 (K˜ ([zn]))∥∥∥ = ‖([zn])‖
❡♥.♦♥❝❡1 ∥∥∥K˜ ([zn])∥∥∥ < 1
n
‖[zn]‖ .
>♦❞❡♠♦1 .♦♠❛2 [zn] ❞❡ .❛❧ ♠❛♥❡2❛ 3✉❡ ‖[zn]‖ = 1 ② 1✐ ❤❛❝❡♠♦1 .❡♥❞❡2 n
❛❧ ✐♥✜♥✐.♦ ♦❜.❡♥❡♠♦1 3✉❡
∥∥∥K˜ ([zn])∥∥∥→ 0✱ ♣♦2 ❞❡✜♥✐❝✐J♥ K˜ ([zn]) = Kzn✱
❡♥.♦♥❝❡1 .❡♥❡♠♦1 3✉❡ Kzn → 0.
>♦2 ❧♦ .❛♥.♦ ❡①✐1.❡ [zn] ❝♦♥ n ≥ 1 .❛❧ 3✉❡ ‖[zn]‖ = 1 ② Kzn → 0✳
>❛2❛ ❧❛ ♣❛2.❡ ✜♥❛❧ ❞❡❧ .❡♦2❡♠❛ ♣♦❞❡♠♦1 ❡1❝♦❣❡2 vn ∈ N .❛❧ 3✉❡
1
2
≤ ‖zn + vn‖ ; ❛❤♦2❛✱ 1❡❛ ❧❛ 1✉❝❡1✐J♥ xn := (zn + vn)√‖Kzn‖ ❡♥.♦♥❝❡1
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✹✳ ▼❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥-♦ ❞❡ ❧❛ ❚/❛♥0❢♦/♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✸✶
0❡ ✈❡/✐✜❝❛ 7✉❡ Kxn → 0✱ ❛❞❡♠:0 ‖xn‖ → ∞✱ ♣✉❡0 ❞❡ 12 ≤ ‖zn + vn‖✱
-❡♥❡♠♦0
1
2
√‖Kzn‖ ≤ ‖zn + vn‖√‖Kzn‖ =
∥∥∥∥∥ zn + vn√‖Kzn‖
∥∥∥∥∥ = ‖xn‖ ,
② ❝♦♠♦
1
2
√
‖Kzn‖
-✐❡♥❞❡ ❛❧ ✐♥✜♥✐-♦✱ 0❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ 7✉❡ ‖xn‖ → ∞✳
❊♥ /❡0✉♠❡♥✱ ❤❡♠♦0 ❝♦♥0-/✉✐❞♦ ✉♥❛ 0✉❝❡0✐?♥ (xn) -❛❧ 7✉❡ ‖xn‖ → ∞ ❝♦♥
❧♦ ❝✉❛❧ ❝♦♥❝❧✉②❡ ❡❧ -❡♦/❡♠❛✳
✷✳✹✳ ▼❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥-♦ ❞❡ ❧❛ ❚/❛♥0❢♦/♠❛❞❛
❞❡ ❘❛❞♦♥
❱❡❛♠♦0 7✉❡ ❡❧ ♦♣❡/❛❞♦/
R : C∞0 (R2) → C∞0 (R× S1)
f → Rf✭✷✳✺✮
❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦
Rf(s, θ) =
∫
L(θ,s)
f(x, y) dL.
❙❛-✐0❢❛❝❡ ❧❛0 ❤✐♣?-❡0✐0 ❞❡❧ -❡♦/❡♠❛ ✷✳✶✱ ✐✳❡✳✱ ❱❡/❡♠♦0 7✉❡ ❡❧ ♣/♦❜❧❡♠❛ ❞❡ -♦♠♦✲
❣/❛❢H❛ ❡0 ✉♥ ♣/♦❜❧❡♠❛ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦✱ ❡♥ ❡❢❡❝-♦
X = C∞0 (R2) e Y = C∞0 (R× S1)
0♦♥ ❡0♣❛❝✐♦0 ♥♦/♠❛❞♦0✳
I/♦❜❡♠♦0 7✉❡ R : X → Y ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❧✐♥❡❛❧✱ ❡0 ❞❡❝✐/
R (αf + βg) (s, θ) = αRf(s, θ) + βRg(s, θ), ∀α, β ∈ R, ∀f, g ∈ X
❡♥ ❡❢❡❝-♦
R (αf + βg) (s, θ) :=
∫
L(θ,s)
(αf + βg) (x, y) dL
=
∫
L(θ,s)
αf(x, y) dL+
∫
L(θ,s)
βg(x, y) dL
= α
∫
L(θ,s)
f(x, y) dL+ β
∫
L(θ,s)
g(x, y) dL
= αRf(s, θ) + βRg(s, θ)
I♦/ ❧♦ -❛♥-♦ R ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❧✐♥❡❛❧✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✹✳ ▼❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥-♦ ❞❡ ❧❛ ❚/❛♥0❢♦/♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✸✷
4/♦❜❡♠♦0 6✉❡ R ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❛❝♦-❛❞♦✱ ♣❛/❛ ❡❧❧♦ ❡0 ♥❡❝❡0❛/✐♦ 0❡:❛❧❛/
♣/❡✈✐❛♠❡♥-❡ ❧❛ -♦♣♦❧♦❣=❛ 6✉❡ 0❡ ❡0-> -♦♠❛♥❞♦✱ ❡♥ ♥✉❡0-/♦0 ❡0♣❛❝✐♦0 ❞❡
❢✉♥❝✐♦♥❡0✱ ❝♦♥0✐❞❡/❛/❡♠♦0 ❧❛0 ♥♦/♠❛0
‖f‖ = ma´x
(x,y)∈ J
|f(x, y)|
❞♦♥❞❡ J ❡0 ✉♥ ❝♦♥❥✉♥-♦ ❡♥ ❡❧ 6✉❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐@♥ f ♥♦ 0❡ ❛♥✉❧❛✱ ✐✳❡✳
J = { (x, y) / f(x, y) 6= 0 } .
❆❤♦/❛ ❡0-❛♠♦0 ❡♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡0 ❞❡ ✈❡/ 6✉❡ R ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❛❝♦-❛❞♦✱ ❡♥
❡❢❡❝-♦
‖Rf‖ = ma´x
(x,y)∈J
|Rf(s, θ)|
= ma´x
(x,y)∈J
∣∣∣∣∫
L(θ,s)
f(x, y) dL
∣∣∣∣
≤ ma´x
(x,y)∈J
∫
L(θ,s)
|f(x, y)| dL
≤ ‖f‖ ma´x
(x,y)∈J
∫
L(θ,s)
dL
= C ‖f‖
4♦/ ❧♦ -❛♥-♦ R ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❛❝♦-❛❞♦✳
❱❡❛♠♦0 6✉❡ R ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❝♦♠♣❛❝-♦✱ ♣❛/❛ ❡❧❧♦ ✉0❛/❡♠♦0 ❧❛ ❞❡✜♥✐✲
❝✐@♥ ❡6✉✐✈❛❧❡♥-❡ ❞❛❞❛ ❡♥ ❡❧ -❡♦/❡♠❛ ❆✳✻ ❧❛ ❝✉❛❧ ❞✐❝❡ 6✉❡ ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/
T ❡0 ❝♦♠♣❛❝-♦ 0✐ ② 0♦❧♦ 0✐ ❝❛❞❛ 0✉❝❡0✐@♥ ❛❝♦-❛❞❛ (fn) ❡♥ X ❞❡✜♥❡ ✉♥❛
0✉❝❡0✐@♥ (yn) = (T fn) ❧❛ ❝✉❛❧ ♣♦0❡❡ ✉♥❛ 0✉❜0✉❝❡0✐@♥ ❝♦♥✈❡/❣❡♥-❡✳ ▲✉❡❣♦✱
♣❛/❛ ♣/♦❜❛/ 6✉❡ ♣♦0❡❡ ✉♥❛ 0✉❜0✉❝❡0✐@♥ ❝♦♥✈❡/❣❡♥-❡ ✉0❛/❡♠♦0 ❡❧ -❡♦/❡✲
♠❛ ❞❡ ❆0❝♦❧✐ ✭-❡♦/❡♠❛ ❆✳✼ ❞❡❧ ❛♣K♥❞✐❝❡✮✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❞✐❝❡ 6✉❡ ✉♥❛ 0✉❝❡0✐@♥
❡6✉✐❝♦♥-✐♥✉❛
✷ (yn) ♣♦0❡❡ ✉♥❛ 0✉❜0✉❝❡0✐@♥ ❝♦♥✈❡/❣❡♥-❡✳
▲✉❡❣♦✱ ❝♦♥0✐❞❡/❡♠♦0 6✉❡ -❡♥❡♠♦0 ✉♥❛ 0✉❝❡0✐@♥ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡0 {fn} ⊂ X ✱
❛❝♦-❛❞❛0✱ ✐✳❡✳ ❡①✐0-❡ C > 0 -❛❧ 6✉❡ ‖fn‖ ≤ C✱ ♣❛/❛ -♦❞♦ n ∈ N✳
❱❡❛♠♦0 6✉❡ yn ❡0 ✉♥❛ 0✉❝❡0✐@♥ ❛❝♦-❛❞❛✿
|yn| = ‖Rfn‖ ≤ ‖R‖ ‖fn‖ ≤ ‖R‖C ≤ C˜
♣♦/ ❧♦ -❛♥-♦ (yn) ❞❡✜♥❡ -❛♠❜✐K♥ ✉♥❛ 0✉❝❡0✐@♥ ❛❝♦-❛❞❛✳
4/♦❜❡♠♦0 6✉❡ (yn) ❡0 ✉♥❛ 0✉❝❡0✐@♥ ❡6✉✐❝♦♥-✐♥✉❛✱ ♣❛/❛ ❡❧❧♦ ♣/♦❜❛/❡♠♦0
6✉❡ 0❛-✐0❢❛❝❡ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐@♥ ❞❡ ❡6✉✐❝♦♥-✐♥✉✐❞❛❞✱ ✐✳❡✳ ❞❛❞♦ ǫ > 0 ❡①✐0-❡ δ > 0
❞❡ -❛❧ ♠❛♥❡/❛ 6✉❡ ♣❛/❛ -♦❞♦ (s1, θ1), (s2, θ2) ∈ R × S1 6✉❡ 0❛-✐0❢❛❝❡
|(s1, θ1) − (s2, θ2)| < δ 0❡ ❝✉♠♣❧❡ 6✉❡ |yn(s1, θ1)− yn(s2, θ2)| < ǫ
❡♥ ❡❢❡❝-♦
|yn(s1, θ1)− yn(s2, θ2)| = |Rfn(s1, θ1)−Rfn(s2, θ2)|
=
∣∣∣∣∫
L(θ1,s1)
fn(x, y) dL−
∫
L(θ2,s2)
fn(x, y) dL
∣∣∣∣
✷
❱❡" ❞❡✜♥✐❝✐(♥ ❆✳✺ ❞❡❧ ❛♣/♥❞✐❝❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✷✳✹✳ ▼❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥-♦ ❞❡ ❧❛ ❚/❛♥0❢♦/♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✸✸
❆❤♦/❛ ✉0❛♥❞♦ ❧❛ -/❛♥0❢♦/♠❛❝✐7♥ ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐7♥ ✭✸✳✶✼✮✱ -❡♥❡♠♦0✿
=
∣∣∣∣∫ ∞−∞ fn ◦ T (s1, u) du−
∫ ∞
−∞
fn ◦ T (s2, u) du
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ ∞−∞ (fn ◦ T (s1, u)− fn ◦ T (s2, u)) du
∣∣∣∣
?♦/ ♦-/♦ ❧❛❞♦ ❝♦♠♦ fn ❡0 ✉♥❛ ❢✉♥❝✐7♥ @✉❡ -✐❡♥❡ 0♦♣♦/-❡ ❝♦♠♣❛❝-♦✱ ❜❛0-❛/C
✐♥-❡❣/❛/ ❞❡ −M ❛ M ❡♥ ✈❡③ ❞❡ -♦❞♦ R✱ ❧✉❡❣♦ -❡♥❡♠♦0✿
=
∣∣∣∣∫ M−M (fn ◦ T (s1, u)− fn ◦ T (s2, u)) du
∣∣∣∣
≤
∫ M
−M
|(fn ◦ T (s1, u)− fn ◦ T (s2, u))| du
?♦/ ❧♦ -❛♥-♦
✭✷✳✻✮ |yn(s1, θ1)− yn(s2, θ2)| ≤
∫ M
−M
|(fn ◦ T (s1, u)− fn ◦ T (s2, u))| du
?♦/ ♦-/♦ ❧❛❞♦ ❝♦♠♦ fn ❡0 ✉♥❛ ❢✉♥❝✐7♥ ❝♦♥-✐♥✉❛ ② T ❡0 ✉♥❛ -/❛♥0❢♦/♠❛❝✐7♥
❧✐♥❡❛❧ ② ❝♦♥-✐♥✉❛ ❡♥-♦♥❝❡0 fn ◦ T ❡0 ✉♥❛ ❢✉♥❝✐7♥ ❝♦♥-✐♥✉❛ ❡♥-♦♥❝❡0 ♣❛/❛
❞✐❝❤♦ ǫ > 0 ♣♦❞❡♠♦0 ❡♥❝♦♥-/❛/ δ > 0 -❛❧ @✉❡ 0✐ 0❛-✐0❢❛❝❡
|(s1, θ1) − (s2, θ2)| < δ,
❡♥-♦♥❝❡0 0❡ ✈❡/✐✜❝❛ @✉❡
|fn ◦ T (s1, θ1)− fn ◦ T (s2, θ2)| < ǫ/2M.
?♦/ ❧♦ -❛♥-♦ ❧❛ ❞❡0✐❣✉❛❧❞❛❞ ✭✷✳✻✮ 0❡ -/❛♥0❢♦/♠❛ ❡♥✿
|yn(s1, θ1)− yn(s2, θ2)| ≤
∫ M
−M
|(fn ◦ T (s1, u)− fn ◦ T (s2, u))| du
<
ǫ
2M
∫ M
−M
du
< ǫ
❊0-♦ ♣/✉❡❜❛ ❧❛ ❡@✉✐❝♦♥-✐♥✉✐❞❛❞ ❞❡ (yn)✳ ▲✉❡❣♦✱ ♣♦/ ❡❧ -❡♦/❡♠❛ ❞❡ ❆0❝♦❧✐✱
(yn) ♣♦0❡❡ ✉♥❛ 0✉❜0✉❝❡0✐7♥ ❝♦♥✈❡/❣❡♥-❡✳ ?♦/ ❧♦ -❛♥-♦ ❞❡ ❛❝✉❡/❞♦ ❝♦♥ ❡❧
-❡♦/❡♠❛ ❆✳✻ ❞❡❧ ❛♣K♥❞✐❝❡✱ R ❡0 ✉♥ ♦♣❡/❛❞♦/ ❝♦♠♣❛❝-♦✳
?♦/ ♦-/♦ ❧❛❞♦✱ ❝♦♠♦ X y X/N (R) 0♦♥ ✐0♦♠♦/❢♦0✱ ❡♥-♦♥❝❡0
dim(X ) = dim(X /N (R)),
❡♥-♦♥❝❡0 ❝♦♠♦ dim(X ) =∞✱ ❡♥-♦♥❝❡0 dim(X/N (R)) =∞
?♦/ ❧♦ -❛♥-♦ R 0❛-✐0❢❛❝❡ ❧❛0 ❤✐♣7-❡0✐0 ❞❡❧ -❡♦/❡♠❛ ✷✳✶✱ ♣♦/ ❧♦ -❛♥-♦ ❡0 ✉♥ ♣/♦✲
❜❧❡♠❛ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❈❛♣#$✉❧♦ ✸
▼*$♦❞♦, ❞❡ ❙♦❧✉❝✐1♥
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛
❚❡♥✐❡♥❞♦ ♣'❡(❡♥)❡ ♥✉❡()'♦ ♣'♦❜❧❡♠❛✱ 0✉❡ ❡( ❡❧ ❞❡ ❡♥❝♦♥)'❛' f ❝♦♥♦❝✐❡♥❞♦ (✉
)'❛♥(❢♦'♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ Rf ✭✈❡' (❡❝✳ ✷✳✷✮ ✐✳❡✳✱ ❝♦♠♦ ♣❧❛♥)❡❛♠✐❡♥)♦ ♠❛)❡♠9)✐❝♦
❞❡❧ ♣'♦❜❧❡♠❛ ♦❜)✉✈✐♠♦( ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✷✳✷✮✳
ln
(
I0
I
)
=
∫
L
f (x, y) dL
❉♦♥❞❡ f ❡( ❧❛ ❞❡♥(✐❞❛❞ ❞❡❧ ♦❜❥❡)♦✳ ■♠❛❣✐♥❡♠♦( 0✉❡ ♣♦❞❡♠♦( ❞✐✈✐❞✐' ❡❧ ♦❜❥❡)♦
❡♥ ❝✉❛❞'❛❞✐)♦( ❡♥ ❧♦( ❝✉❛❧❡( ❧❛ ❞❡♥(✐❞❛❞ (❡❛ ❝♦♥()❛♥)❡✱ ♣❛'❛ ❡❧❧♦ ✐♥)'♦❞✉❝✐♠♦(
✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❝✉❛❞'❛❞❛ ✭✈❡' ✜❣✉'❛ ✸✳✶✮ ❧❛ 0✉❡ (✉♣❡'♣♦♥❞'❡♠♦( ❛ ❧❛ '❡❣✐:♥ 0✉❡
♥♦( ✐♥)❡'❡(❛✱ ② ❛❤♦'❛✱ ❡♥❝♦♥)'❛♠♦( 0✉❡ )❡♥❡♠♦( 0✉❡ ❞❡)❡'♠✐♥❛' ②❛ ♥♦ f ✱ (✐♥♦
fi , i = 1, 2, . . . N ✳ ❊( ❞❡❝✐' )❡♥❡♠♦( 0✉❡ ❞❡)❡'♠✐♥❛' N ✐♥❝♦❣♥✐)❛(✳
❉❛❞♦ 0✉❡ ❧❛ (❡❝❝✐:♥ )'❛♥(✈❡'(❛❧ ❝♦♥()❛ ❞❡ N ✐♥❝:❣♥✐)❛(✱ ❡♥)♦♥❝❡( ♥✉❡()'♦ ♦❜❥❡✲
)✐✈♦ ❡( ♣♦❞❡' ❡()❛❜❧❡❝❡' ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( ❛❧❣❡❜'❛✐❝❛( ♣❛'❛ ❧❛( ✐♥❝:❣♥✐)❛( ❡♥ )F'♠✐♥♦(
❞❡ ❧♦( ❞❛)♦( ♦❜)❡♥✐❞♦(✳
▲♦( ♣'♦❜❧❡♠❛( ❞❡ ❡()❡ )✐♣♦ ✭(✐()❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( ❧✐♥❡❛❧❡(✮ (♦♥ ❛❧❣✉♥❛( ✈❡❝❡(
♠9( ❛❞❡❝✉❛❞♦( ♣❛'❛ ❧❛ (♦❧✉❝✐:♥ ♣♦' )F❝♥✐❝❛( ❛❧❣❡❜'❛✐❝❛(✳ ❈❛❜❡ ♦❜(❡'✈❛' 0✉❡
❝✉❛♥❞♦ ✉♥ '❛②♦ ❡( ❡♠✐)✐❞♦✱ ✉♥ ♣♦❝♦ ❞❡ ❧❛ ✐♥)❡♥(✐❞❛❞ ❞❡❧ '❛②♦ (❡ ❞✐♣❡'(❛ ❞❡❜✐❞♦
❛ ❧❛ '❡❢'❛❝❝✐:♥
✶
② ❛ ❧❛ ❞✐❢'❛❝❝✐:♥
✷
✳
❙✐♥ ❡♠❜❛'❣♦✱ ❧❛( )F❝♥✐❝❛( ❛❧❣❡❜'❛✐❝❛( (♦♥ )❛♠❜✐F♥ J)✐❧❡( ❡♥ ❡()❡ ❝❛(♦✱ ✐✳❡✳✱
)❛♠❜✐F♥ (♦♥ J)✐❧❡( ❝✉❛♥❞♦ ❧♦( ❝❛♠✐♥♦( ❞❡ ♣'♦♣❛❣❛❝✐:♥ ❞❡❧ '❛②♦ ❡♥)'❡ ❧❛ ❢✉❡♥)❡
② ❧❛( ♣♦(✐❝✐♦♥❡( ❞❡❧ ❛♣❛'❛)♦ '❡❝❡♣)♦' ❤❛❝❡♥ ✉♥ ❣✐'♦ ❛ ❝❛✉(❛ ❞❡ ❧❛ '❡❢'❛❝❝✐:♥✱ ♦
❝✉❛♥❞♦ ❧❛ ♣'♦♣❛❣❛❝✐:♥ ❞❡❧ '❛②♦ ❡①♣❡'✐♠❡♥)❛ ❛)❡♥✉❛❝✐:♥ ❛ ❧♦ ❧❛'❣♦ ❞❡ ❝❛♠✐♥♦
❞❡❧ '❛②♦✳
✶
❊! ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❞✐+❡❝❝✐,♥ .✉❡ !✉❢+❡ ❡❧ +❛②♦ ❞❡ ❧✉③ .✉❡ ♣❛!❛ ♦❜❧✐❝✉❛♠❡♥4❡ ❞❡ ✉♥ ♠❡❞✐♦ ❛
♦4+♦ ❞❡ ❞✐!4✐♥4❛ ❞❡♥!✐❞❛❞✳
✷
❉❡!✈✐❛❝✐,♥ ❞❡❧ +❛②♦ ❧✉♠✐♥♦!♦ ❛❧ +♦③❛+ ❧♦! ❜♦+❞❡! ❞❡ ✉♥ ❝✉❡+♣♦ ♦♣❛❝♦
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✹
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✸✺
❋✐❣✉*❛ ✸✳✶✿ ❖❜❥❡)♦ ❛❧ 8✉❡ (❡ ❧❡ ❤❛ ✐♥)*♦❞✉❝✐❞♦ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛✳
❊♥ ❧♦( ♠=)♦❞♦( ❛❧❣❡❜*❛✐❝♦( ❡( ❡(❡♥❝✐❛❧ (❛❜❡* ❧❛ *✉)❛ 8✉❡ (✐❣✉❡ ❡❧ *❛②♦ ❡( ❞❡❝✐* ❧❛
*✉)❛ 8✉❡ (✐❣✉❡ ❞❡(❞❡ ❡❧ )*❛♥(♠✐(♦* ❝♦**❡(♣♦♥❞✐❡♥)❡ ❤❛()❛ ❡❧ ❛♣❛*❛)♦ *❡❝❡♣)♦*✳
❈✉❛♥❞♦ ❧❛ *❡❢*❛❝❝✐-♥ ② ❧♦( ❡❢❡❝)♦( ❞❡ ❞✐❢*❛❝❝✐-♥ (♦♥ ♠✉❝❤♦( ✭❊❧ )=*♠✐♥♦ ♠❡❞✐♦
❡♥ ❧❛( ❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡( ❡①❝❡❞❡♥ ❛❧ ✶✵✪ ❞❡❧ ✈❛❧♦* ❝♦♠G♥ ❞❡ ❧♦( ❛♥)❡❝❡❞❡♥)❡( ②
❧❛ ❞✐()❛♥❝✐❛ ❞❡ ❝♦**❡❧❛❝✐-♥ ❞❡ =()♦( ❝♦♥ ❧❛( ❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡( ❡( ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ ❝♦♥
✉♥❛ ❧♦♥❣✐)✉❞ ❞❡ ♦♥❞❛❬❑❛❦❪ ✮✱ ❡( ❝❛(✐ ✐♠♣♦(✐❜❧❡ ♣*❡❞❡❝✐* ❧♦( ❝❛♠✐♥♦( 8✉❡ ❡()N
(✐❣✉✐❡♥❞♦ ❡❧ *❛②♦✳ ❙✐ ❧❛( )=❝♥✐❝❛( ❛❧❣❡❜*❛✐❝❛( (♦♥ ❛♣❧✐❝❛❞❛( ❡♥ ❡()❛( ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡(✱
❡♥)♦♥❝❡( ❛ ♠❡♥✉❞♦ ♦❜)❡♥❡♠♦( *❡(✉❧)❛❞♦( (✐♥ (❡♥)✐❞♦✳
❙✐ ❧❛ *❡❢*❛❝❝✐-♥ ② ❡❢❡❝)♦( ❞❡ ❞✐❢*❛❝❝✐-♥ (♦♥ ♣❡8✉❡P♦( ✭❊❧ )=*♠✐♥♦ ♠❡❞✐♦ ❡♥ ❧❛(
❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡( ❡( ♠❡♥♦* 8✉❡ ✷ - ✸✪ ❞❡❧ ✈❛❧♦* ❝♦♠G♥ ❞❡ ❧♦( ❛♥)❡❝❡❞❡♥)❡( ②
❡❧ ❛♥❝❤♦ ❞❡ ❝♦**❡❧❛❝✐-♥ ❞❡ =()♦( ❝♦♥ ❧❛( ❤♦♠♦❣❡♥❡✐❞❛❞❡( ❡( ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ ❝♦♥
✉♥❛ ❧♦♥❣✐)✉❞ ❞❡ ♦♥❞❛❬❑❛❦❪✮✱ ❡♥ ❡()❡ ❝❛(♦ ❡( ♣♦(✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛* ❧❛( )=❝♥✐❝❛( ❛❧✲
❣❡❜*❛✐❝❛( ❝♦♥ )=❝♥✐❝❛( ❞❡ )*❛③❛❞♦ ❞✐❣✐)❛❧✱ (❡ ❞✐(❡P❛♥ ♣*♦❝❡❞✐♠✐❡♥)♦( ✐)❡*❛)✐✈♦(
❡♥ ❧♦( ❝✉❛❧❡( ❧❛ ♣*✐♠❡*❛ ❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❡❧❛❜♦*❛ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ✐❣♥♦*❛♥❞♦ ❧❛ *❡❢*❛❝✲
❝✐-♥✱ ❧✉❡❣♦ (❡ ✈✉❡❧✈❡♥ ❛ ❡♠✐)✐* ♥✉❡✈♦( *❛②♦( )*❛)❛♥❞♦ ❞❡ (❡❣✉✐* ❧❛ ♣✐()❛ ❞❡❥❛❞❛
♣♦* ❧♦( *❛②♦( ❡♠✐)✐❞♦( ❛♥)❡*✐♦*♠❡♥)❡✱ ❝♦♥❡❝)❛♥❞♦ ❧❛( ♣♦(✐❝✐♦♥❡( ❞❡❧ )*❛♥(♠✐(♦*
❝♦**❡(♣♦♥❞✐❡♥)❡ ② ❞❡❧ ❛♣❛*❛)♦ *❡❝❡♣)♦* ❛ )*❛✈=( ❞❡ ❡()❛ ❞✐()*✐❜✉❝✐-♥✱ ② ✜♥❛❧✲
♠❡♥)❡✱ (❡ ✉(❛♥ ❡()♦( *❛②♦( ♣❛*❛ ❝♦♥()*✉✐* ✉♥ ❝♦♥❥✉♥)♦ ♠N( ❡①❛❝)♦ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡(
❛❧❣❡❜*❛✐❝❛(✳
◆✉❡()*❛ ♠❡)❛ ❡♥ ❡()❛ ♣❛*)❡ (❡*N ❡❧ ❞❡ ♣*❡(❡♥)❛* ✉♥ ❛❝❡*❝❛♠✐❡♥)♦ ❛❧❣❡❜*❛✐❝♦ ♣❛*❛
❧❛ *❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ V*✐♠❡*♦ ♠♦()*❛*❡♠♦( ❝-♠♦ ♣♦❞❡♠♦( ❝♦♥()*✉✐*
✉♥ ❝♦♥❥✉♥)♦ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( ❞❡ ♣*✐♠❡* ❣*❛❞♦ ❝✉②❛( ✐♥❝-❣♥✐)❛( (♦♥ ❡❧❡♠❡♥)♦( 8✉❡
❛②✉❞❛♥ ❛ ❧❛ *❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❞❡❧ ♦❜❥❡)♦✳
❊♥ ❞❡✜♥✐)✐✈❛✱ ❧♦ 8✉❡ ❞❡❜❡♠♦( )❡♥❡* ❡♥ ♠❡♥)❡ ❡( 8✉❡ ♠✐❞✐❡♥❞♦ ✐♥)❡♥(✐❞❛❞❡(
✐♥✐❝✐❛❧❡( ❡ ✐♥)❡♥(✐❞❛❞❡( ✜♥❛❧❡( ♣♦❞❡♠♦( (❛❜❡* ❧❛( ✐♥)❡❣*❛❧❡( ❞❡ ❧❛ ❞❡♥(✐❞❛❞ ❛ ❧♦
❧❛*❣♦ ❞❡ ❧❛( ❧W♥❡❛( *❡❝)❛( 8✉❡ (✐❣✉❡♥ ❧♦( *❛②♦(✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✸✻
❊❧ ♠6)♦❞♦ ② ❧♦( ❛❧❣♦*✐)♠♦( ❞❡ *❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❛❧❣❡❜*❛✐❝❛ ❝♦♠✐❡♥③❛♥ ❝♦♥(✐❞❡*❛♥✲
❞♦ ✉♥❛ ✈❡*(✐-♥ ❞✐(❝*❡)✐③❛❞❛ ✭❞✐❣✐)❛❧✐③❛❞❛✮ ❞❡ ❧❛ (❡❝❝✐-♥ >✉❡ (❡ >✉✐❡*❡ ❡①❛♠✐♥❛*✱
>✉❡ ❧♦ ❧❧❛♠❛*❡♠♦(  ❡❝❝✐$♥ ❝✉❛❞)❛❞❛ ❞✐❣✐+❛❧✐③❛❞❛
✸
✳ ❈♦♥ )❛❧ ♣*♦♣-(✐)♦✱ ✐♥)*♦❞✉❝✐✲
♠♦( ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❝✉❛❞*❛❞❛ ❞❡ n× n ❝✉❛❞*❛❞✐)♦( ✭♣✐①❡❧ ✮✹✳ ✭❱❡* ✜❣✉*❛ ✸✳✶✮
❙✐ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❡( (✉✜❝✐❡♥)❡♠❡♥)❡ ✜♥❛✱ ❧❛ ❞❡♥(✐❞❛❞ ❡( ❛♣*♦①✐♠❛❞❛♠❡♥)❡ ❝♦♥()❛♥)❡
❡♥ ❝❛❞❛ ❝✉❛❞*❛❞✐)♦✳ ❆(F >✉❡ (❡ ♣✉❡❞❡ ❝♦♥(✐❞❡*❛* >✉❡ ❤❛② ✉♥❛ ♠❛)*✐③ ❞❡ ❞❡♥(✐✲
❞❛❞❡( n× n ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❡❧❡♠❡♥)♦ fj ❡( ❧❛ ❞❡♥(✐❞❛❞ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❞*❛❞✐)♦ cj✳
❊♥ ❧❛ ✜❣✉*❛ ✸✳✷ (✉♣❡*♣✉(✐♠♦( ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❝✉❛❞*❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ ❞❡♥(✐❞❛❞
f(x, y)❀ ❛(✉♠✐*❡♠♦( >✉❡ ❡♥ ❝❛❞❛ ❝✉❛❞*❛❞✐)♦ ❧❛ ❢✉♥❝✐-♥ f(x, y) ❡( ❝♦♥()❛♥)❡✳ ②
❧♦ ❞❡♥♦)❛*❡♠♦( ♣♦* fj ❡()❡ ✈❛❧♦* ❝♦♥()❛♥)❡ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❞*❛❞✐)♦ j✲6(✐♠♦✳ K❛*❛ ❧❛(
)6❝♥✐❝❛( ❛❧❣❡❜*❛✐❝❛( ✉♥ *❛②♦ ❡()L ❞❡✜♥✐❞♦ ❛❧❣♦ ❞✐❢❡*❡♥)❡✳ ❯♥ *❛②♦ ❡( ❛❤♦*❛ ✉♥❛
❧F♥❡❛ ✏❣*✉❡(❛✑ >✉❡ ❡()L ❛)*❛✈❡(❛♥❞♦ ❡❧ ♣✉♥)♦ (x, y) ② ❞❡(♣❧❛③L♥❞♦(❡ ❛ )*❛✈6(
❞❡❧ ♣❧❛♥♦✳
K❛*❛ ✐❧✉()*❛* ❡()♦ ❤❡♠♦( (♦♠❜*❡❛❞♦ ❡❧ i−6(✐♠♦ *❛②♦ ✭✈❡* ❋✐❣✉*❛ ✸✳✷✮✱ ❞♦♥❞❡
❝❛❞❛ *❛②♦ )✐❡♥❡ ✉♥❛ ❛♥❝❤✉*❛ r✳ ❊♥ ❧❛ ♠❛②♦*F❛ ❞❡ ❧❛( ✈❡❝❡( ❧❛ ❛♥❝❤✉*❛ ❞❡❧ *❛②♦
❡( ❛♣*♦①✐♠❛❞❛♠❡♥)❡ ✐❣✉❛❧ ❛ ❧❛ ❛♥❝❤✉*❛ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❞❛ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✳ ❯♥❛ ✐♥)*❡❣*❛❧
❞❡ ❧F♥❡❛ ❛❤♦*❛ (❡ ❧❧❛♠❛ ✉♥❛  ✉♠❛ ❞❡❧ )❛②♦✳
❋✐❣✉*❛ ✸✳✷✿ ▲❛ ❝✉❛❞)4❝✉❧❛ ❝✉❛❞)❛❞❛ ❡ +5  ✉♣❡)♣✉❡ +❛ ❡♥❝✐♠❛ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ✲
❝♦♥♦❝✐❞❛✳ ▲♦ ✈❛❧♦)❡ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥  ❡ ❛ ✉♠❡♥ 9✉❡  ♦♥ ❝♦♥ +❛♥+❡ ❞❡♥+)♦ ❞❡ ❝❛❞❛
❝✉❛❞)❛❞✐+♦ ❞❡ ❧❛ ❝✉❛❞)4❝✉❧❛✳
K♦* ♦)*❛ ♣❛*)❡✱ ❧❛ ❛)❡♥✉❛❝✐-♥ ❞❡ ✉♥ *❛②♦ ❛ ❧♦ ❧❛*❣♦ ❞❡ ✉♥❛ *❡❝)❛ L ♣❡*♠✐)❡
❝♦♥♦❝❡*
∫
L
f(x, y) dL, >✉❡ ❡♥ ❡()❛ ✈❡*(✐-♥ ❞✐❣✐)❛❧✐③❛❞❛✱ (❡ ❛♣*♦①✐♠❛ ♣♦* ✉♥❛
(✉♠❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ② ❞❡ ❤❡❝❤♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❡❧❧❛ (✉♣♦♥✐❡♥❞♦ f(x, y) ❡( *❡❛❧♠❡♥)❡
✸
❊! ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ '✉❡ ❡!)* ❢♦-♠❛❞❛ ♣♦- ❝✉❛❞-❛❞✐)♦! ci,j
✹
❊! ✉♥ ❝✉❛❞-❛❞✐)♦ ✐❥ ❡♥ ❡❧ ❝✉❛❧ ❧❛ ❞❡♥!✐❞❛❞ ❡! ❝♦♥!)❛♥)❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✸✼
❝♦♥()❛♥)❡ ❡♥ ❝❛❞❛ cj✳
✭✸✳✶✮ ln
(
I0
I
)
=
∫
L
f(x, y) dL =
∑
fj |ci ∩ L|
❈♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥✱ ❧❛( ♣*♦②❡❝❝✐♦♥❡( )❛♠❜✐<♥ *❡❝✐❜✐*=♥ ✉♥❛ *❡♣*❡(❡♥)❛❝✐-♥ ❞❡
(✉❜>♥❞✐❝❡(✳ ❙❡❛ bi ❧❛ (✉♠❛ ❞❡❧ i−<(✐♠♦ *❛②♦✳
▲❛ *❡❧❛❝✐-♥ ❡♥)*❡ ❧♦( fj✬( ② ❧♦( bj✬( ♣✉❡❞❡ (❡* ❡①♣*❡(❛❞❛ ❝♦♠♦
✭✸✳✷✮
N∑
j=1
wijfj = bj , ∀ i = 1, 2, 3, 4, ... ,M
❉♦♥❞❡ ❧❛ M ❡( ❡❧ ♥E♠❡*♦ )♦)❛❧ ❞❡ *❛②♦( ✭❡♥ )♦❞❛( ❧❛( ♣*♦②❡❝❝✐♦♥❡(✮ ② wij ❡( ❡❧
❢❛❝)♦* ❞❡ ✏*❡(✐()❡♥❝✐❛✑ I✉❡ *❡♣*❡(❡♥)❛ ❧❛ ❝♦♥)*✐❜✉❝✐-♥ ❞❡ ❧❛ j−<(✐♠❛ ❝❡❧❞❛ ♣❛*❛
❡❧ i−<(✐♠♦ *❛②♦✳ ❊❧ ❢❛❝)♦* wij ❡( ✐❣✉❛❧ ❛ ❧❛ ♣♦*❝✐-♥ ❞❡❧ =*❡❛ ❞❡ ❧❛ j−<(✐♠❛ ❝❡❧❞❛
✐♥)❡*❝❡♣)❛❞❛ ♣♦* ❡❧ i−<(✐♠♦ *❛②♦ ❝♦♠♦ (❡ ♠✉❡()*❛ ♣❛*❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛( ❝❡❧❞❛( ❡♥
❧❛ ✜❣✉*❛ ✸✳✷✳ ◆♦)❛* I✉❡ ❧❛ ♠❛②♦*>❛ ❞❡ ❧♦( wij (♦♥ ❝❡*♦ ② I✉❡ (♦❧♦ ✉♥ ♥E♠❡*♦
♣❡I✉❡M♦ ❞❡ ❝❡❧❞❛( ❝♦♥)*✐❜✉②❡ ❡♥ ❧❛ (✉♠❛ ❞❡❧ *❛②♦✳
❙❡ ♣✉❡❞❡ ♣❡♥(❛* I✉❡ ❡❧ ♣*♦❜❧❡♠❛ ②❛ ❡()= *❡(✉❡❧)♦✱ ♣✉❡( I✉❡*❡♠♦( ❝❛❧❝✉❧❛* ❡❧
✈❛❧♦* ❞❡ ❧❛( ✐♥❝-❣♥✐)❛( f1, f2, f3, ... fN ✱ ② (❡❣E♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐-♥ ✭✸✳✶✮✱ ♣❛*❛ ❝❛❞❛
*❛②♦ )❡♥❡♠♦( ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐-♥ ❧✐♥❡❛❧ ❡♥ ❡()❛( ✐♥❝-❣♥✐)❛(❀ ② ❜❛()❛ )♦♠❛* ✉♥ ♥E♠❡*♦
(✉✜❝✐❡♥)❡ ❞❡ *❛②♦( ② *❡(♦❧✈❡* ❡❧ (✐()❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧ ❝♦**❡(♣♦♥❞✐❡♥)❡✳ (✐♥ ❡♠❜❛*❣♦ ❧❛
(❡❝❝✐-♥ (✐❣✉✐❡♥)❡ ♥♦( ♠✉❡()*❛ ❧❛( ❞✐✜❝✉❧)❛❞❡( ❛ ❧❛( I✉❡ ❛❤♦*❛ ♥♦( ❡♥❢*❡♥)❛♠♦(✳
✸✳✶✳✶✳ ❉✐✜❝✉❧)❛❞❡- ❡♥ ❧❛ ❘❡❝♦♥-)1✉❝❝✐2♥ ❆❧❣❡❜1❛✐❝❛
❙✐ M ② N ❢✉❡*❛♥ ♣❡I✉❡M♦(✱ ❡♥)♦♥❝❡( ♣♦❞❡♠♦( ✉(❛* ❧♦( ♠<)♦❞♦( ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧❡(
♣❛*❛ ❛♣*♦①✐♠❛* ❧❛ ♠❛)*✐③ ✐♥✈❡*(❛ ❞❡❧ (✐()❡♠❛ ❞❡ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( ❞❛❞♦ ❡♥ ✭✸✳✷✮✳ ❙✐♥
❡♠❜❛*❣♦✱ ❡♥ ❧❛ ♣*=❝)✐❝❛ N ♣✉❡❞❡ (❡* )❛♥ ❣*❛♥❞❡ ❝♦♠♦ ✻✺ ✵✵✵ ✭♣❛*❛ ✷✺✻ × ✷✺✻
✐♠=❣❡♥❡( ❬❑❛❦❪✮✱ ② M )❛♠❜✐<♥ )❡♥❞*= ❧❛ ♠✐(♠❛ ♠❛❣♥✐)✉❞✳ Y❛*❛ ❡()♦( ✈❛❧♦*❡(
❞❡ M ② N ❡❧ )❛♠❛M♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛)*✐③ [wij] ❞❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐-♥ ✭✸✳✷✮ ❡( ✻✺ ✵✵✵ ×
✻✺ ✵✵✵ I✉❡ ❡①❝❧✉②❡ ❝✉❛❧I✉✐❡* ♣♦(✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ✐♥✈❡*(✐-♥ ❞✐*❡❝)❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛)*✐③✳
Y♦* (✉♣✉❡()♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ *✉✐❞♦ ❡()= ♣*❡(❡♥)❡ ❡♥ ❧♦( ❞❛)♦( ♠❡❞✐❞♦( ② ❝✉❛♥❞♦
M < N ✱ ② ❛E♥ ♣❛*❛ ❝✉❛♥❞♦ N ❡( ♣❡I✉❡M♦ ♥♦ (❡ ♣✉❡❞❡ ✉(❛* ✐♥✈❡*(✐-♥ ❞✐*❡❝)❛
❞❡ ❧❛ ♠❛)*✐③✱ )❡♥❡♠♦( I✉❡ *❡❝✉*✐* ❛ ❛❧❣E♥ ♠<)♦❞♦ ❝♦♠♦ ♣♦* ❡❥❡♠♣❧♦ ❡❧ ♠<)♦✲
❞♦ ❞❡ ♠>♥✐♠♦( ❝✉❛❞*❛❞♦(✳ ❈✉❛♥❞♦ M ② N (♦♥ ❣*❛♥❞❡(✱ )❛❧❡( ♠<)♦❞♦( (♦♥
❝♦♠♣✉)❛❝✐♦♥❛❧♠❡♥)❡ ✐♥❛♣❧✐❝❛❜❧❡(✳
Y♦* ♦)*♦ ❧❛❞♦✱ (✉♣♦♥❣❛♠♦( ♣♦* ❡❥❡♠♣❧♦ I✉❡ ❞❡(❡❛♠♦( )❡♥❡* ✉♥❛ *❡(♦❧✉❝✐-♥
❝♦♠♣❛*❛❜❧❡ ❛ ❧❛ ❞❡ ✉♥ ♠♦♥✐)♦* ② ♣❛*❛ ❡❧❧♦ ✐♠❛❣✐♥❛♠♦( ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❞❡ 1 000 ×
1 000 ♣✐①❡❧( I✉❡ ❝♦♥)✐❡♥❡ ❧❛ (❡❝❝✐-♥ ❞❡❧ ❝✉❡*♣♦ ❤✉♠❛♥♦ I✉❡ ✈❛♠♦( ❛ ❡①❛♠✐♥❛*
✭❡♥ ❬❑❛❦❪ (❡ )♦♠❛ 256×256 ♣✐①❡❧( ❝♦♠♦ ✉♥❛ *❡(♦❧✉❝✐-♥ ♣♦(✐❜❧❡ ❡♥ ❧❛ ♣*=❝)✐❝❛✮✳
❊♥)♦♥❝❡( ❤❛❜*>❛ 106 fj ✐♥❝-❣♥✐)❛( I✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛*✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✸✽
❊❧ (✐()❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧ ❝♦**❡(♣♦♥❞✐❡♥)❡ )❡♥❞*8 ✉♥❛ ♠❛)*✐③ ❞❡ 106×106 = 1012 ❡❧❡♠❡♥✲
)♦( ❧♦ ❝✉❛❧ ♣♦❞*;❛ ❝❛✉(❛* ❛❧❣✉♥♦( ♣*♦❜❧❡♠❛( ❞❡ ♠❡♠♦*✐❛ ❡♥ ❧❛( ❝♦♠♣✉)❛❞♦*❛(
❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧❡( (✐ ❧♦( )❡♥❡♠♦( =✉❡ ❛❧♠❛❝❡♥❛* )♦❞♦( ✭♥❡❝❡(✐)❛*;❛♠♦( ❛❧❣♦ ❝♦♠✲
♣❛*❛❜❧❡ ❛ ✉♥ ❚❡*❛❜②)❡ ❞❡ ♠❡♠♦*✐❛ ❧✐❜*❡✮✳
▲❛( ❡()✐♠❛❝✐♦♥❡( ❣❡♥❡*❛❧❡( ❞❡❧ ♥C♠❡*♦ ❞❡ ♦♣❡*❛❝✐♦♥❡( ♣❛*❛ *❡(♦❧✈❡* ✉♥ (✐()❡♠❛
❧✐♥❡❛❧ ♣♦* ❡❧✐♠✐♥❛❝✐-♥ ❞❡ ●❛✉(( ❡( ❞❡❧ ♦*❞❡♥ ❞❡❧ ❝✉❜♦ ❞❡❧ ♥C♠❡*♦ ❞❡ ✈❛*✐❛❜❧❡(✱
❡♥ ♥✉❡()*♦ ❝❛(♦ 1018✳ ❆ ✉♥❛ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞ ❞❡ ✶●❍③ ❡()♦ ❧❧❡✈❛*;❛ ✉♥ )✐❡♠♣♦ ❞❡❧
♦*❞❡♥ ❞❡ ✸✵ ❛H♦( ✭❧♦ =✉❡ ♥♦ ❛②✉❞❛*;❛ ♠✉❝❤♦ ❛ *❡❞✉❝✐* ❧❛( ❧✐()❛( ❞❡ ❡(♣❡*❛ ❡♥
❧♦( ❤♦(♣✐)❛❧❡( ❬❈❤❪✮✳
✸✳✶✳✷✳ ❙♦❧✉❝✐*♥ ▼❛.❡♠1.✐❝❛
◆❡❝❡(✐)❛♠♦(✱ ♣♦* )❛♥)♦✱ ✉♥ ♠N)♦❞♦ ♠❛*❛✈✐❧❧♦(♦ =✉❡ *❡=✉✐❡*❛ ✐♥❝♦♠♣❛*❛❜❧❡✲
♠❡♥)❡ ♠❡♥♦( ♦♣❡*❛❝✐♦♥❡( =✉❡ ❡❧ ♠N)♦❞♦ ❞❡ ●❛✉((✳ ◗✉✐③8 )❛❧ ♠N)♦❞♦ ♥♦ ❡①✐()❛
❡♥ ❣❡♥❡*❛❧✱ ♣❡*♦ ❛=✉; ❡()❛♠♦( ❝♦♥(✐❞❡*❛♥❞♦ (✐()❡♠❛( ♠✉② ❡(♣❡❝✐❛❧❡( ② ❤❛②
❡(♣❡*❛♥③❛( (♦❜*❡ )♦❞♦ (✐ ♥♦( ❝♦♥)❡♥)❛♠♦( ❝♦♥ (♦❧✉❝✐♦♥❡( ❛♣*♦①✐♠❛❞❛(✳
◆-)❡(❡ =✉❡ );♣✐❝❛♠❡♥)❡ ✉♥ *❛②♦ ❛)*❛✈✐❡(❛ n ♣✐①❡❧(✱ ❝♦♥ ❧♦ ❝✉❛❧ ❡♥ ❝❛❞❛ ❡❝✉❛❝✐-♥
(♦❧♦ ❛♣❛*❡❝❡♥ n ✐♥❝-❣♥✐)❛( ❞❡ ❧❛( N = n×n =✉❡ ❤❛② ❡♥ )♦)❛❧✳ ❊( ❞❡❝✐*✱ ❧❛ ♠❛)*✐③
❞❡ ❝♦❡✜❝✐❡♥)❡( ❡( ♠✉② ❞✐(♣❡*(❛
✺
✳
❱❛♠♦( ❛ ♠♦()*❛* ✉♥ ♠N)♦❞♦ ✐)❡*❛)✐✈♦ ❝*❡❛❞♦ ♣♦* ❙✳ ❑❛❝③♠❛*③ ❡♥ ✶✾✸✼ =✉❡ ♥♦
❛❧)❡*❛ ❧❛ ❞✐(♣❡*(✐-♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛)*✐③✱ ❞❡ ❤❡❝❤♦ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛ ❧❛ ♠❛)*✐③ ❞❡ ❝♦❡✜❝✐❡♥)❡(✱
❧♦ =✉❡ *❡❞✉♥❞❛ ❡♥ =✉❡ ❧❛( ♦♣❡*❛❝✐♦♥❡( (♦❧♦ (❡ ❤❛❝❡♥ ❝♦♥ ❧♦( ❝♦❡✜❝✐❡♥)❡( ♥♦ ♥✉❧♦(✳
❊()❡ ♠N)♦❞♦ (❡ ❜❛(❛ ❡♥ ❡❧ ✏♠N)♦❞♦ ❞❡ ❧❛ ♣*♦②❡❝❝✐♦♥❡(✑✳
❊❧ ▼#$♦❞♦ ❞❡ ❑❛❝③♠❛-③
Y❛*❛ ❡①♣❧✐❝❛* ❧♦( ♣❛(♦( =✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝*❛ ❡()❡ ♠N)♦❞♦ ❡(❝*✐❜✐*❡♠♦( ❧❛ ❡❝✉❛❝✐-♥
✭✸✳✷✮ ❡♥ ❢♦*♠❛ ❡①♣❛♥❞✐❞❛✳
w11f1 + w12f2 + w13f3 + . . . + w1NfN = b1
w21f1 + w22f2 + w23f3 + . . . + w2NfN = b2
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
wM1f1 + wM2f2 + wM3f3 + ... + wMNfN = bM
❯♥❛ *❡♣*❡(❡♥)❛❝✐-♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♥ N ❝✉❛❞*❛❞✐)♦(✱ ♣*♦♣♦*❝✐♦♥❛ ✉♥ ❣*❛❞♦ ❞❡
❧✐❜❡*)❛❞ N ✱ ♣♦* ❝♦♥(✐❣✉✐❡♥)❡✱ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ =✉❡ ❡()8 *❡♣*❡(❡♥)❛❞❛ ♣♦*✿
~f = (f1 , f2 , f3 , ... fN)✱ ♣✉❡❞❡ (❡* ❝♦♥(✐❞❡*❛❞❛ ❝♦♠♦ ✉♥ C♥✐❝♦ ♣✉♥)♦ ❡♥ ❡❧
❡(♣❛❝✐♦ N ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ RN
✺
❡! ✉♥❛ ♠❛&'✐③ *✉❡ ❡!&+ ❧❧❡♥❛ ❞❡ ❝❡'♦!✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✸✾
❊♥ ❡()❡ ❡(♣❛❝✐♦ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛( ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( ❛♥)❡*✐♦*❡( *❡♣*❡(❡♥)❛ ✉♥ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦✱
② ❝✉❛♥❞♦ ❡①✐()❡ (♦❧✉❝✐-♥ ;♥✐❝❛✱ ❞✐❝❤❛ (♦❧✉❝✐-♥ ❡( ❧❛ ✐♥)❡*(❡❝❝✐-♥ ❞❡ )♦❞♦( ❡()♦(
❤✐♣❡*♣❧❛♥♦(✳
❊()❡ ♠=)♦❞♦ ❡( ✉♥❛ ❣❡♥❡*❛❧✐③❛❝✐-♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❡( ♠❛②♦*❡( ❞❡ ✉♥ ❤❡❝❤♦ ♠✉②
(❡♥❝✐❧❧♦✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❞❡(❝*✐❜✐♠♦( ❛ ❝♦♥)✐♥✉❛❝✐-♥✳ ❙✉♣♦♥❣❛♠♦( @✉❡ )❡♥❡♠♦( ❞♦( *❡❝✲
)❛( @✉❡ (❡ ❝♦*)❛♥ ② ♥✉❡()*♦ ♦❜❥❡)✐✈♦ ❡( ❡♥❝♦♥)*❛* ✉♥❛ (✉❝❡(✐-♥ ❞❡ ♣✉♥)♦( @✉❡
(❡ ❛♣*♦①✐♠❡♥ ❛❧ ♣✉♥)♦ ❞❡ ✐♥)❡*(❡❝❝✐-♥✱ ❝♦♠♦ ♣*✐♠❡* ♣❛(♦ ❡(❝♦❣❡♠♦( ✉♥ ♣✉♥)♦
x0 ❝✉❛❧❡(@✉✐❡*❛ ❡♥ R
2
✱ ✈❡* ✜❣✉*❛ ✸✳✸✳
❋✐❣✉*❛ ✸✳✸✿  ✉♥#♦ ❞❡ ✐♥#❡()❡❝❝✐+♥ ② ♣✉♥#♦ ❞❡ ✐♥✐❝✐♦
❈♦♠♦ (❡❣✉♥❞♦ ♣❛(♦ ♣*♦②❡❝)❛♠♦( ❧❛ ❡()✐♠❛❝✐-♥ ✐♥✐❝✐❛❧ (♦❜*❡ ❧❛ ♣*✐♠❡*❛ *❡❝)❛
✭✏❤✐♣❡*♣❧❛♥♦✑✮ *❡♣*❡(❡♥)❛❞♦ ♣♦* ❧❛ ♣*✐♠❡*❛ ❡❝✉❛❝✐-♥✱ ❛❧ ♦❜)❡♥❡*
~f (1) ❧♦ ♣*♦②❡❝✲
)❛♠♦( (♦❜*❡ ❧❛ *❡❝)❛ ❞❡ ❧❛ (❡❣✉♥❞❛ ❡❝✉❛❝✐-♥✱ ❧✉❡❣♦ *❡♣❡)✐*❡♠♦( ❧♦( ♣❛(♦( ❛♥✲
)❡*✐♦*❡( ❝♦♥ ❧❛( ❞✐❢❡*❡♥)❡( ❡❝✉❛❝✐♦♥❡(✱ ❤❛()❛ ♦❜)❡♥❡*
~f (M)✱ ✉♥❛ ✈❡③ ♦❜)❡♥✐❞♦
~f (M) ❧♦ ♣*♦②❡❝)❛♠♦( ❞❡ ♥✉❡✈♦ (♦❜*❡ ❧❛ ♣*✐♠❡*❛ *❡❝)❛ ② ❛(M (✉❝❡(✐✈❛♠❡♥)❡✱ ✈❡*
✜❣✉*❛ ✸✳✹✳
❋✐❣✉*❛ ✸✳✹✿  (♦②❡❝❝✐♦♥❡) )✉❝❡)✐✈❛) ♣❛(❛ ❛♣(♦①✐♠❛( ❡❧ ♣✉♥#♦ ❞❡ ✐♥#❡()❡❝❝✐+♥ ♣♦(
❡❧ ♠3#♦❞♦ ❞❡ ❑❛❝③♠❛(③
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✵
▲✉❡❣♦✱ ♣♦❞❡♠♦( ❡(❝*✐❜✐* ✉♥ (✐()❡♠❛ ❞❡ N ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( ❝♦♥ N ✐♥❝♦❣♥✐)❛( ❝♦♠♦✿
(~f1, ~x) = b1, (~f2, ~x) = b2, (~f3, ~x) = b3, . . . (~fN , ~x) = bN ,
❉♦♥❞❡
~fi ❡( ❧❛ ✜❧❛ i−=(✐♠❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛)*✐③ ❞❡ ❝♦❡✜❝✐❡♥)❡(✳ ❈❛❞❛ (~fi, ~x) = bi,
*❡♣*❡(❡♥)❛ ❣❡♦♠=)*✐❝❛♠❡♥)❡ ✉♥ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦✳
❚❡♦#❡♠❛ ✸✳✶✳
❙❡❛ ✉♥ %✐%'❡♠❛ ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡ ❞❡'❡/♠✐♥❛❞♦ ♣♦/ N ❡❝✉❛❝✐♦♥❡% ❝♦♥ N ✐♥❝♦❣♥✐'❛%✿
✭✸✳✸✮ (~f1, ~x) = b1, (~f2, ~x) = b2, (~f3, ~x) = b3, ... (~fN , ~x) = bN ,
❞♦♥❞❡ ~x = (x1, x2, ... xN) ❡% ❡❧ ✈❡❝'♦/ ❞❡ ✐♥❝3❣♥✐'❛%✳ ■♥'/♦❞✉❝✐❡♥❞♦ ❧❛% ❛♣❧✐❝❛✲
❝✐♦♥❡% ❛✜♥❡% Li : R
N → RN ❞❡✜♥✐❞❛% ❝♦♠♦
✭✸✳✹✮ Li (~x) = Pi (x) + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 ❝♦♥ Pi(~x) = ~x−
(
~fi, ~x
) ~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
%❡ '✐❡♥❡ 8✉❡ ♣❛/❛ ❝✉❛❧8✉✐❡/ ~x0 ∈ RN ✱ ❡❧ ❛❧❣♦/✐'♠♦ ✐'❡/❛'✐✈♦
~xn+1 = (LN ◦ LN−1 ◦ ... ◦ L2 ◦ L1) (~xn)
❣❡♥❡/❛ ✉♥❛ %✉❝❡%✐3♥ 8✉❡ ❝♦♥✈❡/❣❡ ❛ ❧❛ %♦❧✉❝✐3♥ ❞❡❧ %✐%'❡♠❛✳
◆♦'❛✿
❈❛❧❝✉❧❛* Li(~x) *❡C✉✐❡*❡ ♣♦❝❛( ♦♣❡*❛❝✐♦♥❡(✱ ♣✉❡( fi ❝♦♥)✐❡♥❡ ♠✉❝❤♦( ❝❡*♦(✳
❉❡♠♦*+#❛❝✐.♥✳
D*✐♠❡*❛♠❡♥)❡ ✈❡❛♠♦( C✉❡
~Pi (~v) ❡( ❡❧ ♦♣❡*❛❞♦* ♣*♦②❡❝❝✐-♥✳ ❊♥ ❡❢❡❝)♦✿
D*♦❜❡♠♦( C✉❡ Pi ❡( ✉♥❛ ♣*♦②❡❝❝✐-♥✱ ✐✳❡✳✱ ❞❡❜❡♠♦( ♣*♦❜❛* C✉❡
Pi(Pi(~v)) = Pi (~v)✱ ♣❛*❛ )♦❞♦ ~v ∈ RN
Pi (Pi(~v)) : = Pi (~v)− (~fi , Pi(~v))
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Pi(~v)− (~fi , ~v − (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Pi(~v)− (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + (~fi , ~v)(~fi ,
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Pi(~v)− (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Pi(~v).
D♦* ❧♦ )❛♥)♦ Pi ❡( ✉♥❛ ♣*♦②❡❝❝✐-♥✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✶
4*♦❜❡♠♦( 6✉❡ Pi(~v) ♣*♦②❡❝)❛ ❡❧ ✈❡❝)♦* ~v (♦❜*❡ ❡❧ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦ (~fi, ~x) = 0✱
✐✳❡✳✱ ❞❡❜❡♠♦( ♣*♦❜❛* (~fi , Pi(~v)) = 0✱ ❡♥ ❡❢❡❝)♦ )❡♥❡♠♦(✿
(~fi , Pi(~v)) = (~fi , ~v − (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
= (~fi , ~v)− (~fi , ~v)(~fi ,
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
= 0.
4♦* ❧♦ )❛♥)♦ Pi(~v) ❡()? ❡♥ ❡❧ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦ (~fi , ~x) = 0✳
4*♦❜❡♠♦( 6✉❡ Li ❡( )❛♠❜✐@♥ ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* ♣*♦②❡❝❝✐-♥✱ ✐✳❡✳✱ ❞❡❜❡♠♦( ♣*♦✲
❜❛* 6✉❡ Li(Li(~v)) = Li(~v)✱ ♣❛*❛ )♦❞♦ ~v ∈ RN
Li (Li(~v)) : = Pi (Li(~v)) + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , Li(~v))
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , Pi(~v) + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , Pi(~v))
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 − bi(~fi ,
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , Pi(~v))
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , ~v − (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + (~fi , ~v)(~fi ,
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v)− (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 + (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
= Li(~v).
4♦* ❧♦ )❛♥)♦ Li ❡( ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* ♣*♦②❡❝❝✐-♥✳
❱❡❛♠♦( 6✉❡ Li(~v) ♣*♦②❡❝)❛ ❡❧ ✈❡❝)♦* ~v (♦❜*❡ ❡❧ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦ (~fi , ~x) = bi✱
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✷
✐✳❡✳✱ (~fi , Li(~v)) = bi✱ ❡♥ ❡❢❡❝)♦ )❡♥❡♠♦(✿
(~fi , Li(~v)) = (~fi , Pi(~v) + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
= (~fi , Pi(~v)) + bi(~fi ,
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 )
= (~fi , Pi(~v)) + bi
= (~fi , ~v − (~fi , ~v)
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 ) + bi
= (~fi , ~v)− (~fi , ~v)(~fi ,
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 ) + bi
= bi.
9♦* ❧♦ )❛♥)♦ Li(~v) ♣*♦②❡❝)❛ ❡❧ ✈❡❝)♦* ~v (♦❜*❡ ❡❧ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦ (~fi , ~x) = bi✳
❖❜"✿
◆-)❡(❡ ?✉❡ Pi(~x) ❡( ❧❛ ♣*♦②❡❝❝✐-♥ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦ ❝♦**❡(♣♦♥❞✐❡♥)❡ Li(~x)
(❡ )*❛(❧❛❞❛ ❛❧ ♦*✐❣❡♥✳
9♦* ♦)*♦ ❧❛❞♦✱ ♣❛*❛ ❝✉❛❧?✉✐❡* ~v ∈ RN (❡ )✐❡♥❡ ?✉❡ ‖P1(~v)‖ < ‖~v‖✱ ❡①❝❡♣)♦ (✐ ~v
♣❡*)❡♥❡❝❡ ❛❧ ♣❧❛♥♦✱ ❡♥ ❝✉②♦ ❝❛(♦ )❡♥❞*B❛♠♦( (~fi , ~v) = 0 ② )❛♠❜✐C♥ P1(~v) = ~v✳
❉❡ ❧❛ ♠✐(♠❛ ❢♦*♠❛ ‖(P2 ◦ P1)(~v)‖ < ‖~v‖✱ ❡①❝❡♣)♦ (✐ (~f1, ~v) = (~f2, ~v) = 0✱
(✐ (❡❣✉✐♠♦( ❡()❡ ♠✐(♠♦ ❛*❣✉♠❡♥)♦ (✉❝❡(✐✈❛♠❡♥)❡ ❤❛()❛ ❧❧❡❣❛* ❛ N ✱ ❞♦♥❞❡ (❡
)❡♥❞*B❛ ‖(PN ◦ PN−1 ◦ ... ◦ P2 ◦ P1)(~v)‖ < ‖~v‖✱ ❡①❝❡♣)♦ (✐
(~f1, ~v) = (~f2, ~v) = (~f3, ~v) = ... = (~fN−1, ~v) = (~fN , ~v) = 0,
❝♦♠♦ ♣♦* ❤✐♣-)❡(✐( )❡♥❡♠♦( ?✉❡ ❡❧ (✐()❡♠❛ ❡( ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡✱ ❡( ❞❡❝✐* ?✉❡ ❧❛(
~fi
(♦♥ ❧✐♥❡❛❧♠❡♥)❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞✐❡♥)❡(✱ ❡♥)♦♥❝❡( ❧❛ E♥✐❝❛ (♦❧✉❝✐-♥ ❞❡
(~f1, ~v) = (~f2, ~v) = (~f3, ~v) = ... = (~fN−1, ~v) = (~fN , ~v) = 0
❡( ❧❛ )*✐✈✐❛❧✳
▲✉❡❣♦✱ ♣♦❞❡♠♦( ❝♦♥❝❧✉✐* ?✉❡ ‖(PN ◦ PN−1 ◦ ... ◦ P2 ◦ P1)(~v)‖ ≤ C ‖~v‖ ♣❛*❛
❛❧❣E♥ C < 1✱ ♣♦❞❡♠♦( )❛♠❜✐C♥ ❞❡❝✐* ?✉❡ ‖PN ◦ PN−1 ◦ ... ◦ P2 ◦ P1‖ ≤ C < 1✳
❖❜"✿
◆♦)❛* ?✉❡ ♣♦* ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❜♦❧❛ ✉♥✐)❛*✐❛ (❡ )✐❡♥❡ ?✉❡ ❡❧ ♦♣❡*❛❞♦*
‖(PN ◦ PN−1 ◦ ... ◦ P2 ◦ P1)(~v/ ‖~v‖)‖
❛❧❝❛♥③❛ ✉♥ ♠H①✐♠♦✱ ♠❡♥♦* ?✉❡ ✶✱ ❡♥ RN −
{
~0
}
✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✸
❈♦♥(✐❞❡*❡♠♦( ❡❧ ♦♣❡*❛❞♦* Q : RN → RN ❞❡✜♥✐❞♦ ❝♦♠♦
Q = LN ◦ LN−1 ◦ ... ◦ L2 ◦ L1,
❱❡❛♠♦( :✉❡ Q ❛(; ❞❡✜♥✐❞♦ ❡( ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* ❞❡ ❝♦♥)*❛❝❝✐-♥✳ ✭✈❡* ❆✳✶ ❞❡❧
❛♣>♥❞✐❝❡✳✮ ❊♥ ❡❢❡❝)♦ )❡♥❡♠♦(
‖Q(~x)−Q(~y)‖ = ‖(LN ◦ ... ◦ L1)(~x)− (LN ◦ ... ◦ L1)(~y)‖
= ‖(LN ◦ LN−1 ◦ ... ◦ L2 ◦ L1)(~x− ~y)‖
= ‖(PN ◦ PN−1 ◦ ... ◦ P2 ◦ P1)(~x− ~y)‖
≤ C ‖x− y‖
❈♦♠♦ C < 1 ♣♦❞❡♠♦( ❝♦♥❝❧✉✐* :✉❡ Q ❡( ✉♥ ♦♣❡*❛❞♦* ❞❡ ❝♦♥)*❛❝❝✐-♥✳
B♦* ♦)*♦ ❧❛❞♦ ♣♦* ❡❧ )❡♦*❡♠❛ ❞❡❧ ♣✉♥)♦ ✜❥♦ ✭✈❡* )❡♦*❡♠❛ ❆✳✷ ❞❡❧ ❛♣>♥❞✐❝❡✮
❛(❡❣✉*❛ :✉❡ )✐❡♥❡ ✉♥ (♦❧♦ ♣✉♥)♦ ✜❥♦ :✉❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜)❡♥❡*(❡ ❝♦♥ ❡❧ ❛❧❣♦*✐)♠♦
✐)❡*❛)✐✈♦
~xn+1 = (LN ◦ LN−1 ◦ ... ◦ L2 ◦ L1)( ~xn)
♣❛*❛ ❝✉❛❧:✉✐❡* x0 ∈ RN ✳ ❊()❡ ♣✉♥)♦ ✜❥♦ ❡( ❧❛ (♦❧✉❝✐-♥ ❞❡❧ (✐()❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧ ✭✸✳✸✮✱
②❛ :✉❡ ❧♦( Li ❞❡❥❛♥ ✐♥✈❛*✐❛♥)❡ ❛ ❞✐❝❤❛ (♦❧✉❝✐-♥ ♣✉❡( ❛❧ ❡()❛* ❞✐❝❤❛ (♦❧✉❝✐-♥ ❡♥
)♦❞♦( ❧♦( ❤✐♣❡*♣❧❛♥♦( ❡( ✐♥✈❛*✐❛♥)❡ ❜❛❥♦ ♣*♦②❡❝❝✐♦♥❡( (♦❜*❡ ❡❧❧♦(✳
❯♥❛ ✈❡♥)❛❥❛ ❞❡❧ ♠>)♦❞♦ ❡( :✉❡ (❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣❧✐❝❛* ✐♥❝❧✉(♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛(♦ ❡♥ ❡❧ :✉❡
❡①✐()❛ ♠J( ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( :✉❡ ✐♥❝-❣♥✐)❛( (✐♠♣❧❡♠❡♥)❡ ❛✉♠❡♥)❛♥❞♦ ❡❧ ✈❛❧♦* ❞❡ N
❡♥ ❡❧ (✐()❡♠❛ ✭✸✳✸✮✳ ❆(; ♣✉❡( ❤❛❝✐❡♥❞♦ ♠J( ♠❡❞✐❝✐♦♥❡( ❞❡ ❧❛( :✉❡ ♥❡❝❡(✐)❛♠♦(
♣♦❞❡♠♦( ❡()❛* ❜❛()❛♥)❡ (❡❣✉*♦( ❞❡ :✉❡ ❡❧ (✐()❡♠❛ ♥♦ ❡( ✐♥❞❡)❡*♠✐♥❛❞♦✱ ❛✉♥:✉❡
❝♦**❡♠♦( ❡❧ *✐❡(❣♦ :✉❡ ♣♦* ❡**♦*❡( ❡①♣❡*✐♠❡♥)❛❧❡( ♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ❡❧ (✐()❡♠❛ (❡❛
✐♥❝♦♠♣❛)✐❜❧❡✳ ■♥❝❧✉(♦ ❡♥ ❡()❡ ❝❛(♦✱ (✐ ❧♦( ❡**♦*❡( ♥♦ (♦♥ ♠✉② ❣*❛✈❡(✱ ❧❛ (♦❧✉❝✐-♥
~xn ♦(❝✐❧❛*J ❛❧*❡❞❡❞♦* ❞❡ ❧❛ (♦❧✉❝✐-♥ *❡❛❧✳
❊♣"❧♦❣♦✿
❊♥ ❧❛ ♣*J❝)✐❝❛✱ ♣♦* *❛③♦♥❡( ❞❡ ❡()❛❜✐❧✐❞❛❞✱ (❡ ✉(❛♥ ♠J( *❛②♦( :✉❡ N = n2 ♥❡❝❡✲
(❛*✐♦(✳ ❉❡ ♠❛♥❡*❛ :✉❡ (❡ ♦❜)✐❡♥❡ ✉♥ (✐()❡♠❛ ❝♦♥ ♠J( ❡❝✉❛❝✐♦♥❡( :✉❡ ✐♥❝-❣♥✐)❛(
② :✉❡ ❡♥ ❣❡♥❡*❛❧ ✭♣♦* ❡❧ ♠J( ♠;♥✐♠♦ ❡**♦* ❞❡ *❡❞♦♥❞❡♦✱ ❡①♣❡*✐♠❡♥)❛❧ ♦ ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦✮ ♥♦ ❡( ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡ ♣❡*♦ ❡()J ✏❝❡*❝❛✑ ❞❡ (❡*❧♦✳ ■♥❝❧✉(♦ ❡♥ ❡()❡ ❝❛(♦✱ (❡
❛♣❧✐❝❛ ❡❧ ❛❧❣♦*✐)♠♦ ❞❡❧ )❡♦*❡♠❛ ❛♥)❡*✐♦*✱ ❡♥)❡♥❞✐❡♥❞♦ ❧♦( ~xn ❝♦♠♦ (♦❧✉❝✐♦♥❡(
❛♣*♦①✐♠❛❞❛( ✭♣♦* ❣*❛♥❞❡ :✉❡ (❡❛ ♥✮✳ ❯♥ ❡()✉❞✐♦ ♠J( ❞❡)❛❧❧❛❞♦ ❞❡ ❡()❡ ♠>)♦❞♦
♣♦❞❡♠♦( ❡♥❝♦♥)*❛*❧♦ ❡♥ ❬◆❛❪ ❈❛♣✳❱✳ ❚❛♠❜✐>♥ ❡♥ ❬❑❛❦❪ ❈❛♣✳✼ ♣✉❡❞❡♥ ❝♦♥✲
(✉❧)❛*(❡ ❛❧❣✉♥❛( ✈❛*✐❛♥)❡( ❞❡❧ ♠>)♦❞♦ ② ❡❥❡♠♣❧♦ ♣*J❝)✐❝♦( ❞❡ ❧♦( *❡(✉❧)❛❞♦(
♦❜)❡♥✐❞♦( ❝♦♥ n = 128
❊❥❡♠♣❧♦'
❊♥ ❡()❛ ♣❛*)❡ ✈❡*❡♠♦( ✉♥ ♣❛* ❞❡ ❡❥❡♠♣❧♦( ❡♥ ❧♦( ❝✉❛❧❡( ♠♦()*❛*❡♠♦( ❝-♠♦
♣♦❞❡♠♦( ❛♣❧✐❝❛* ❡❧ )❡♦*❡♠❛ ❛♥)❡*✐♦*✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✹
❊❥❡♠♣❧♦ ✸✳✶✳ ❉❛❞♦ ❡❧ &✐&(❡♠❛
2x+ y = 3
x− 3y = −2
♣❛+(✐❡♥❞♦ ❞❡ ~x0 = ~0 ❝❛❧❝✉❧❛+ ~x1 ❝♦♥ ❡❧ ❛❧❣♦+✐(♠♦ ❞❡ ❡&(❛ &❡❝❝✐0♥ ② ❝♦♠♣❛+❛+ &✉
✈❛❧♦+ ❝♦♥ ❧❛ &♦❧✉❝✐0♥ +❡❛❧✳
❙♦❧✉❝✐.♥✳
❯!❛♠♦! ❧❛ ♥♦'❛❝✐*♥ ❡♠♣❧❡❛❞❛ ❡♥ ❡❧ '❡♦.❡♠❛✿
~f1 = ( 2, 1 )✱ ~x = ( x, y )✱ b1 = 3 ② ~f2 = ( 1,−3 )✱ ~x = ( x, y )✱ b2 = −2
❯!❛♠♦! ❧❛! ❡❝✉❛❝✐♦♥❡! ❞❛❞❛! ❡♥ ✭✸✳✹✮✱ '❡♥❡♠♦!
Li (~x) = Pi (x) + bi
~fi∥∥∥~fi∥∥∥2 ❝♦♥ Pi(~x) = ~x−
(
~fi, ~x
) ~fi∥∥∥~fi∥∥∥2
❊♥'♦♥❝❡! ❤❛❧❧❡♠♦! P1✱ L1✱ P2 ② L2
❍❛❧❧❛♥❞♦ P1
P1(~x) = ~x−
(
~f1, ~x
) ~f1∥∥∥~f1∥∥∥2
= (x, y)− (2, 1) • (x, y) (2, 1)‖(2, 1)‖2
= (x, y)−
(
4x+ 2y
5
,
2x+ y
5
)
=
(
x− 2y
5
,
−2x+ 4y
5
)
.
❊♥'♦♥❝❡!
✭✸✳✺✮ P1(~x) =
(
x− 2y
5
,
−2x+ 4y
5
)
❍❛❧❧❛♥❞♦ L1
L1 (~x) = P1 (x) + b1
~f1∥∥∥~f1∥∥∥2
=
(
x− 2y
5
,
−2x+ 4y
5
)
+ 3
(2 , 1)
‖(2 , 1)‖2
=
(
x− 2y
5
,
−2x+ 4y
5
)
+ 3
(2 , 1)
5
=
(
x− 2y + 6
5
,
−2x+ 4y + 3
5
)
.
▲✉❡❣♦✱
✭✸✳✻✮ L1 (~x) =
(
x− 2y + 6
5
,
−2x+ 4y + 3
5
)
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✺
❍❛❧❧❛♥❞♦ P2
P2(~x) = ~x−
(
~f2, ~x
) ~f2∥∥∥~f2∥∥∥2
= (x , y)− (1 , −3) • (x , y) (1 , −3)‖(1 , −3)‖2
= (x , y)−
(
x− 3y
10
,
−3x+ 9y
10
)
=
(
9x+ 3y
10
,
3x+ y
10
)
.
❊( ❞❡❝✐*✱
✭✸✳✼✮ P2(~x) =
(
9x+ 3y
10
,
3x+ y
10
)
❍❛❧❧❛♥❞♦ L2
L2 (~x) = P2 (x) + b2
~f2∥∥∥~f2∥∥∥2
=
(
9x+ 3y
10
,
3x+ y
10
)
− 2 (1 , −3)‖(1 , −3)‖2
=
(
9x+ 3y
10
,
3x+ y
10
)
− 2(1 , −3)
10
=
(
9x+ 3y − 2
10
,
3x+ y + 6
10
)
.
❊♥)♦♥❝❡(
✭✸✳✽✮ L2 (~x) =
(
9x+ 3y − 2
10
,
3x+ y + 6
10
)
▲✉❡❣♦✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥♦( L2 ❝♦♥ L1
(L2 ◦ L1)(x , y) = L2 (L1(x , y))
= L2
(
x− 2y + 6
5
,
−2x+ 4y + 3
5
)
=
(
3x− 6y + 53
50
,
x− 2y + 51
50
)✭✸✳✾✮
❙✐ ❤❛❧❧❛♠♦( ❡✈❛❧✉❛♠♦( ❡()♦ D❧)✐♠♦ ❡♥ ~x = ~0
✭✸✳✶✵✮ ~x1 = (L2 ◦ L1)(0 , 0) = (53 , 51)
50
= (1✳0600 , 1✳0200)
❋✐♥❛❧♠❡♥)❡ (✐ ❤❛❧❧❛♠♦( ❧❛ (♦❧✉❝✐-♥ *❡❛❧ ❞❡❧ (✐()❡♠❛ ♦❜)❡♥❡♠♦( ~xreal = (1 , 1)
❝♦♠♣❛*❛♥❞♦✱ ♦❜(❡*✈❛♠♦( G✉❡ ❡❧ ❡**♦* ♥♦ (✉♣❡*❛ ❛ 0✳06 ❡♥ ❝❛❞❛ ✈❛*✐❛❜❧❡✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✶✳ ❘❡❝♦♥()*✉❝❝✐-♥ ❆❧❣❡❜*❛✐❝❛ ✹✻
❊❥❡♠♣❧♦ ✸✳✷✳ ❈♦♥#✐❞❡'❡♠♦# ❡❧ #✐#*❡♠❛ ✐♥❝♦♠♣❛*✐❜❧❡
x+ 2y = 3
2x− y = 1
x− y = 0✳001
✭✸✳✶✶✮
❉❡♠♦#*'❛' 0✉❡ ~x1✱ ~x2✱ ~x3✱ ✳✳✳ ❡# ✉♥❛ #✉❝❡#✐4♥ ❝♦♥#*❛♥*❡ ② ❝♦♠♣'♦❜❛' 0✉❡ ❡#
✉♥❛ #♦❧✉❝✐4♥ ❛♣'♦①✐♠❛❞❛
❙♦❧✉❝✐.♥✳ ❈♦♥ ✉♥ ♣*♦❝❡❞✐♠✐❡♥)♦ (✐♠✐❧❛* ❛❧ ❡❥❡♠♣❧♦ ❛♥)❡*✐♦*✱ ♦❜)❡♥❡♠♦(✿
❈❛❧❝✉❧❛♠♦( P1 ② L1✳
P1(x , y) =
(
4x− 2y
5
,
−2x+ y
5
)
② L1(x y) =
(
4x− 2y + 3
5
,
−2x+ y + 6
5
)
❈❛❧❝✉❧❛♠♦( P2 ② L2✳
P2(x , y) =
(
x+ 2y
5
,
2x+ 4y
5
)
② L2(x y) =
(
x+ 2y + 2
5
,
2x+ 4y − 1
5
)
❈❛❧❝✉❧❛♠♦( P3 ② L3✳
P3(x , y) =
(
x+ y
2
,
x+ y
2
)
② L3(x y) =
(
x+ y + 0✳001
2
,
x+ y − 0✳001
2
)
▲✉❡❣♦✱ (✐ )♦♠❛♠♦( ~x = ~0 ② ❝❛❧❝✉❧❛♠♦( (L3 ◦ L2 ◦ L1)(0, 0)✱ ♦❜)❡♥❡♠♦(✿
~x1 = (L3 ◦ L2 ◦ L1)(~0) = (1✳0001 , 0✳9999)
~x2 = (L3 ◦ L2 ◦ L1)(~x1) = (1✳0001 , 0✳9999)
~x3 = (L3 ◦ L2 ◦ L1)(~x2) = (1✳0001 , 0✳9999)
✳
✳
✳
✭✸✳✶✷✮
❋✐♥❛❧♠❡♥)❡ ✈❡*✐✜D✉❡♠♦( D✉❡ ❡()❛ (♦❧✉❝✐-♥ ❡( ✉♥❛ (♦❧✉❝✐-♥ ❛♣*♦①✐♠❛❞❛✱
♣❛*❛ ❡❧❧♦ *❡❡♠♣❧❛③❛♠♦( ❡()♦( ✈❛❧♦*❡( ❡♥ ❡❧ (✐()❡♠❛ ✭✸✳✶✶✮✳
1✳0001 + 2 ∗ 0✳9999 = 2✳9999 ≈ 3
2 ∗ 1✳0001− 0✳9999 = 1✳0003 ≈ 1
1✳0001− 0✳9999 = 0✳0002 ≈ 0✳001
✭✸✳✶✸✮
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✹✼
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+
❊♥ ❡1%❛ 1❡❝❝✐4♥ ♥♦1 ♦❝✉♣❛+❡♠♦1 ❞❡ ❧❛ ❜❛1❡ ♠❛%❡♠9%✐❝❛ ❞❡ ❧❛ %♦♠♦❣+❛❢<❛ ❡♥
❞❛%♦1 =✉❡ %✐❡♥❡♥ ♣♦❝❛ +❡❢+❛❝❝✐4♥ ② ❞✐❢+❛❝❝✐4♥✳ ▼♦1%+❛+❡♠♦1 ❝4♠♦ 1❡ ♣✉❡❞❡ ✐+
❛♣+♦①✐♠❛❞❛♠❡♥%❡ +❡❝♦❜+❛♥❞♦ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡ ❧❛ 1❡❝❝✐4♥ %+❛♥1✈❡+1❛❧ ❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡%♦
❝♦♥ ❧♦1 ❞❛%♦1 ♦❜%❡♥✐❞♦1 ❞❡ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐4♥✳ ❊♥ 1✐%✉❛❝✐♦♥❡1 ✐❞❡❛❧❡1✱ ❧❛1 ♣+♦②❡❝✲
❝✐♦♥❡1 1♦♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥%♦ ❞❡ ♠❡❞✐❞❛1 =✉❡ 1❡ ♦❜%✐❡♥❡♥ ❞❡ ❧❛1 ✐♥%❡❣+❛❧❡1 ❞❡ ❧<♥❡❛
=✉❡ +❡1✉❧%❛♥ ❞❡ ✐♥%❡❣+❛+ ❝✐❡+%♦ ♣❛+9♠❡%+♦ ❛ ❧♦ ❧❛+❣♦ ❞❡ ❧<♥❡❛1 +❡❝%❛1 ❛ %+❛✈$1
❞❡❧ ♦❜❥❡%♦✳ ▼♦1%+❛+❡♠♦1 =✉❡ ❧❛ ❝❧❛✈❡ ♣❛+❛ ✐♠❛❣❡♥ %♦♠♦❣+9✜❝❛ ❡1 ❡❧ ✭❋♦✉$✐✲
❡$ ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦$❡♠✮ ❚❡♦+❡♠❛ ❞❡ ❧❛1 +❡❜❛♥❛❞❛1 ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ♦ %❡♦+❡♠❛ ❞❡ ❧❛1
♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1✱ =✉❡ +❡❧❛❝✐♦♥❛ ❧♦1 ❞❛%♦1 ♦❜%❡♥✐❞♦1 ❞❡ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐4♥ ❞❡ ❧❛ 1❡❝❝✐4♥
%+❛♥1✈❡+1❛❧ ❞❡❧ ♦❜❥❡%♦ ❝♦♥ ❧❛ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡♥ ❞♦1 ❞✐♠❡♥1✐♦♥❡1✳
❊♥ ❡1%❡ ❝❛♣<%✉❧♦ 1❡ ✉1❛+9 ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐4♥ ❞❡ ♣+♦②❡❝❝✐4♥ ♣❛+❛❧❡❧❛ ❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡%♦✱
❞❛❞❛ ❡♥ ❧❛ 1❡❝❝✐4♥ ✶✳✸✳ G+✐♠❡+♦ ✈❡+❡♠♦1 ❝4♠♦ 1❡ ♣✉❡❞❡ +❡❝♦♥1%+✉✐+ ✉♥❛ ❢✉♥✲
❝✐4♥ ❞❡ ❞❡♥1✐❞❛❞ f ❝♦♥♦❝✐❡♥❞♦ 1♦❧♦ 1✉1 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1✱ ♣❛+❛ ❧✉❡❣♦ ❡♥❝♦♥%+❛+ ❧❛
%+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❞❡ ✉♥❛ ♣+♦②❡❝❝✐4♥✳
❱❡+❡♠♦1 %❛♠❜✐$♥ ❝4♠♦ 1❡ ❞❡❞✉❝❡ ❡❧ ❋♦✉#✐❡# ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦#❡♠✳ ❊❧ ❛❧❣♦+✐%♠♦ ❞❡
+❡❝♦♥1%✐%✉❝✐4♥ ✉1❛❞♦ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡❧ %✐♣♦ ❞❡ ♣+♦②❡❝❝✐4♥ ✉1❛❞❛ ❛❧ ♠❡❞✐+ ❧♦1 ❞❛%♦1✳
❊♥ ❡1%❡ ❝❛♣<%✉❧♦ ❡1%✉❞✐❛+❡♠♦1 ❛❧❣♦+✐%♠♦1 ❜❛1❛❞♦1 ❡♥ ❧♦1 ❞❛%♦1 ❞❡ ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1
♣❛+❛❧❡❧❛1 ❞❡ +❛②♦1 X✳
✸✳✷✳✶✳ ▼%&♦❞♦ ❞❡ ❧❛ ❚-❛♥/❢♦-♠❛❞❛
▲❛ +❡❝♦♥1%+✉❝❝✐4♥ ❛❧❣❡❜+❛✐❝❛ ✭♠♦❞❡❧♦ ❡♥ ❡①♣❛♥1✐4♥ ❞❡ 1❡+✐❡1✮ ✈✐1%❛ ❡♥ ❧❛ 1❡❝✲
❝✐4♥ ❛♥%❡+✐♦+✱ ❛ ♣❡1❛+ ❞❡ 1✉ 1❡♥❝✐❧❧❡③✱ ♥♦ ❡1 ❞❡❧ %♦❞♦ 1❛%✐1❢❛❝%♦+✐❛ ❡♥ ❧❛ ♣+9❝%✐❝❛
1❛❧✈♦ ❡♥ 1✐%✉❛❝✐♦♥❡1 ❡1♣❡❝✐❛❧❡1 ❬❑❛❦❪ ♣♦+ 1✉ ❧❡♥%✐%✉❞ ❡ ✐♠♣+❡❝✐1✐4♥✳ G❛+%❡ ❞❡
❡1%❛ ✐♠♣+❡❝✐1✐4♥ 1❡ ❞❡❜❡ ❛ =✉❡ ❞❡1❞❡ ❡❧ ♣+✐♥❝✐♣✐♦ 1❡ ❞✐1❝+❡%✐③❛ ✭1❡ ❞✐❣✐%❛❧✐③❛✮
♠❡❞✐❛♥%❡ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ =✉❡ 1♦❧♦ 1✐♠✉❧❛ ❜✐❡♥ ❧♦1 ❝❛♠❜✐♦1 ❝♦♥%✐♥✉♦1 ❡♥ ❧❛ ❞❡♥1✐❞❛❞
❝✉❛♥❞♦ ❡❧ 1✐1%❡♠❛ ❧✐♥❡❛❧ ❛1♦❝✐❛❞♦ %✐❡♥❡ ❞✐♠❡♥1✐♦♥❡1 ♠✉② ❣+❛♥❞❡1✳ G❛+❛ ❡✈✐%❛+
❡1%❛ 1✐%✉❛❝✐4♥✱ ✈❛♠♦1 ❛ ♣❛+%✐+ ❞✐+❡❝%❛♠❡♥%❡ ❞❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❝♦♥%✐♥✉♦✱ 1✐♥ ♠♦❞✐✲
✜❝❛+ ❧❛ ✐❞❡❛ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❞❡ +❡♣+❡1❡♥%❛+ ❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐4♥ f = f(x, y) ❧❛ ❞❡♥1✐❞❛❞ ✭❡❧
%♦♥♦ ❞❡ ❣+✐1✮ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥%♦ (x, y) ❞❡ ❧❛ 1❡❝❝✐4♥ ❝♦♥1✐❞❡+❛❞❛✳ G♦+ ❝✐❡+%♦✱ ❛✉♥=✉❡
♥♦ ♣✐❞❛♠♦1 =✉❡ f 1❡❛ ❝♦♥%✐♥✉❛✱ ❡❧ ♠$%♦❞♦ ❞❡ ❡1%❛ 1❡❝❝✐4♥ 1❡+9 ♠91 ❡✜❝✐❡♥%❡
❝✉❛♥%♦ ♠91 +❡❣✉❧❛+ 1❡❛ f ✳
❚❡♥✐❡♥❞♦ ♣+❡1❡♥%❡ ♥✉❡1%+♦ ♣+♦❜❧❡♠❛✱ =✉❡ ❡1 ❡❧ ❞❡ ❡♥❝♦♥%+❛+ f ❝♦♥♦❝✐❡♥❞♦ Rf
✭✈❡+ ❙❡❝❝✳ ✷✳✷✮ ✐✳❡✳✱ ♦❜%❡♥❡♠♦1 ❝♦♠♦ ♣❧❛♥%❡❛♠✐❡♥%♦ ♠❛%❡♠9%✐❝♦ ❞❡❧ ♣+♦❜❧❡♠❛
❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭✷✳✷✮✳
✭✸✳✶✹✮ ln
(
I0
I
)
=
∫
L
f (x, y) dL
❉♦♥❞❡ f ❡1 ❧❛ ❞❡♥1✐❞❛❞ ❞❡❧ ♦❜❥❡%♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✹✽
❙✉♣♦♥❣❛♠♦5 6✉❡ ❛%+❛✈❡5❛♠♦5 ❧❛ ♠✉❡5%+❛ ❝♦♥ ✉♥ ❤❛③ ♣❛+❛❧❡❧♦ ❞❡ +❛②♦5 X 6✉❡
5❡ ♣+♦②❡❝%❛♥ ♦+%♦❣♦♥❛❧♠❡♥%❡ 5♦❜+❡ ✉♥❛ +❡❝%❛ ❡①%❡+✐♦+ 6✉❡ ❢♦+♠❛ ✉♥ @♥❣✉❧♦ θ
❝♦♥ ❡❧ ❡❥❡ OX ❝♦♠♦ 5❡ ✐❧✉5%+❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✺✳
❋✐❣✉+❛ ✸✳✺✿ ▼✉❡#$%❛ #✐❡♥❞♦ ❛$%❛✈❡#❛❞♦ ♣♦% ✉♥ ❤❛③ ❞❡ %❛②♦# ❳ ♣❛%❛❧❡❧♦#
❊5%❛ +❡❝%❛ ✭+❡❝%❛ ❞❡%❡❝%♦+❛✮ 5❡ ♣✉❡❞❡ ✐❞❡♥%✐✜❝❛+ ❝♦♥ ❧❛ +❡❝%❛ +❡❛❧ R ② 5✐%✉❛+ ❡❧
♦+✐❣❡♥ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥%♦ ❞❡ ✐♥%❡+5❡❝❝✐H♥ ❝♦♥ ❡❧ +❛②♦ 6✉❡ ♣❛5❛ ♣♦+ (0, 0)✱② ♦❜%❡♥❡♠♦5
✉♥ ♥✉❡✈♦ 5✐5%❡♠❛ ❞❡ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛5 ❡❧ ❝✉❛❧ ❞❡♥♦%❛+❡♠♦5 ♣♦+ (s, u)✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉+❛
✸✳✻ ♠♦5%+❛♠♦5 ❧♦5 ❞♦5 5✐5%❡♠❛5 ❞❡ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛5✳
K♦+ ♦%+♦ ❧❛❞♦ ✈❛♠♦5 ❛ ♣❛+❛♠❡%+✐③❛+ ✉♥ +❛②♦ 6✉❡ %❡♥❣❛ ✉♥❛ ❞✐5%❛♥❝✐❛ s ❛❧ ♦+✐❣❡♥
❞❡ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛5 ② ✉♥ @♥❣✉❧♦ θ✱ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✻✱ ❡♥%♦♥❝❡5 ♦❜%❡♥❞+L❛♠♦5
6✉❡ ❧❛ +❡❝%❛ L(θ,s) ❡5%@ ♣❛+❛♠❡%+✐③❛❞♦ ♣♦+
✭✸✳✶✺✮
{
x = s cos θ − u sen θ
y = s sen θ + u cos θ ; ♣❛+❛ u ∈ R.
❈♦♥ ❡5%❛ ♣❛+❛♠❡%+✐③❛❝✐H♥ ♣♦❞❡♠♦5 +❡❡5❝+✐❜✐+ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐H♥ ✭✸✳✶✹✮
✭✸✳✶✻✮ ln
(
I0
I
)
=
∫
L
f (x, y) dL =
∫ ∞
−∞
f(s cos θ−u sen θ, s sen θ+u cos θ) du
❆❤♦+❛ ❛♣+♦✈❡❝❤❛♥❞♦ ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✻ ❞❡✜♥✐♠♦5 ✉♥❛ +♦%❛❝✐H♥ 6✉❡ ❧❛ ✉5❛+❡♠♦5 ♠@5
❛❞❡❧❛♥%❡ ❡♥ ❧❛ ❞❡♠♦5%+❛❝✐H♥ ❞❡❧ ❋♦✉%✐❡% ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦%❡♠ T : R2 → R2 6✉❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✹✾
❧❧❡✈❛ ❧❛2 ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛2 (s, u) ❡♥ ❡❧ 2✐2%❡♠❛ (x, y) ❞❡✜♥✐❞❛ ❝♦♠♦✿
✭✸✳✶✼✮ T :
{
x = s cos θ − u sen θ
y = s sen θ + u cos θ
❊2%❛ %+❛♥2❢♦+♠❛❝✐>♥ ❡2 ✐♥✈❡+%✐❜❧❡ ② 2✉ ✐♥✈❡+2❛ T−1 : R2 → R2 ❡2%A ❞❛❞❛ ♣♦+✿
✭✸✳✶✽✮ T−1 :
{
s = x cos θ + y sen θ
u = −x sen θ + y cos θ
❋✐❣✉+❛ ✸✳✻✿ ❊❧ "❛②♦ L(θ,s) ② ❧♦& ✷ &✐&)❡♠❛&
❈♦♠♦ ❤❡♠♦2 ✈✐2%♦ ❡♥ ❧❛ 2❡❝❝✐>♥ ❛♥%❡+✐♦+✱ ❧❛ ❛%❡♥✉❛❝✐>♥ I✉❡ ❤❛ ❡①♣❡+✐♠❡♥%❛❞♦
❡❧ +❛②♦ ❝✉❛♥❞♦ ❧❧❡❣❛ ❛ s ❞❡♣❡♥❞❡+A ❞❡ ❧❛ ❝❛♥%✐❞❛❞ ❞❡ ♠❛2❛ I✉❡ ❤❛②❛ ❛%+❛✈❡2❛❞♦✱
❡2 ❞❡❝✐+✱ ❧❛ ❛%❡♥✉❛❝✐>♥ ❞❡♣❡♥❞❡+A ❞❡ ❧❛ ✐♥%❡❣+❛❧ ❞❡ ❧K♥❡❛✱ ♦ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐>♥ ♣❛+❛❧❡❧❛
✈✐2%❛ ❡♥ ❧❛ 2❡❝❝✐>♥ ✶✳✷✳
✭✸✳✶✾✮ Pθf(s) =
∫
L(θ,s)
f (x, y) dL
▲✉❡❣♦✱ ❝♦♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐>♥ ✭✸✳✶✾✮ ② ❧❛ ♣❛+❛♠❡%+✐③❛❝✐>♥ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐>♥ ✭✸✳✶✺✮
♣♦❞❡♠♦2 ❡2❝+✐❜✐+
✭✸✳✷✵✮ Pθf(s) =
∫
L(θ,s)
f (x, y) dL =
∫ ∞
−∞
f(s cos θ−u sen θ, s sen θ+u cos θ)du
◆♦%❛♥❞♦ I✉❡ L(θ,s) ② L(θ+π,−s) 2♦♥ +❡❝%❛2 ✐❞$♥%✐❝❛2✻ ♦ 2✐♠♣❧❡♠❡♥%❡ ✐♠❛❣✐♥❛♥❞♦
❧❛ ♠✉❡2%+❛ +♦❞❡❛❞❛ ❞❡ +❡❝%❛2 ❞❡%❡❝%♦+❛2 ❝♦♥ ♦+✐❡♥%❛❝✐>♥ ❝♦♠♣❛%✐❜❧❡✱ 2❡ %✐❡♥❡
Pθf(s) = Pθ+πf(−s)✳
✻
❙✐♠❡$%&❛ ❞❡❧ ❤❛③ ⇒ L(θ,s) = L(θ+π,−s)
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✵
❖❜"✿
❘❡❝♦+❞❛♥❞♦ 4✉❡ ❡❧ ♦♣❡+❛❞♦+ 4✉❡ ❛7✐❣♥❛ ❛ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❡7❝❛❧❛+ 7✉ ✐♥%❡❣+❛❧ ❞❡
❧;♥❡❛ 7♦❜+❡ ❝❛❞❛ +❡❝%❛ ❡7 ❡7❡♥❝✐❛❧♠❡♥%❡ ❧♦ 4✉❡ 7❡ ❧❧❛♠❛ %+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥
✭✈❡+ ❧❛ 7❡❝❝✐:♥ ✶✳✷✳✮✱ ♦ ♣♦+ +❛③♦♥❡7 ♦❜✈✐❛7✱ %+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ +❛②♦7 X✳ E❛+❛
❝❛❞❛ θ✱ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ Pθf(s) ✐♥❞✐❝❛ ❧❛ ✏7♦♠❜+❛✑ ❞❡ ❧❛ ♠✉❡7%+❛✱ 4✉❡ ❡7 %+❛♥7❧H❝✐❞❛
❛ ❧♦7 +❛②♦7 X✱ 7♦❜+❡ ✉♥❛ ♣❛+❡❞ 4✉❡ ❢♦+♠❛ I♥❣✉❧♦ θ ❝♦♥ ❧❛ ❤♦+✐③♦♥%❛❧✳
❊♥ ✶✾✶✼ ❏✳ ❘❛❞♦♥ ❤❛❧❧: ✉♥❛ ❢:+♠✉❧❛ ❬◆❛❪ 4✉❡ ♣❡+♠✐%❡ +❡❝✉♣❡+❛+ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥
♦+✐❣✐♥❛❧ f ❛ ♣❛+%✐+ ❞❡ %♦❞❛7 7✉7 7♦♠❜+❛7 ✭♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡7✮ Pθf(s)✳ ❙✐♥ ❡♠❜❛+❣♦
❤✉❜♦ 4✉❡ ❡7♣❡+❛+ ✉♥♦7 ✻✵ ❛T♦7 ♣❛+❛ 4✉❡ 7❡ ❝♦♥✈✐+%✐❡+❛ ❡♥ ✉♥ %❡♠❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧
❞❡ ❧❛7 ▼❛"❡♠%"✐❝❛( ❛♣❧✐❝❛❞❛(✳
✸✳✷✳✷✳ ❙♦❧✉❝✐)♥ ▼❛-❡♠0-✐❝❛
❊❧ ♣+♦❜❧❡♠❛ ♠❛%❡♠I%✐❝♦ ❛❧ 4✉❡ ♥♦7 ❡♥❢+❡♥%❛♠♦7 ❡7 ❤❛❧❧❛+ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❝♦♥♦❝✐❡♥✲
❞♦ 7✉7 ✐♥%❡❣+❛❧❡7 ❞❡ ❧;♥❡❛ ❡♥ %♦❞❛7 ❧❛7 ❞✐+❡❝❝✐♦♥❡7✳ ❯7❛♥❞♦ ❧❛ ♥♦%❛❝✐:♥ ❛♥%❡+✐♦+✱
❧♦ 4✉❡ ❜✉7❝❛+❡♠♦7 ❡7 ✉♥❛ ❢:+♠✉❧❛✱ ❝♦♠♦ ❧❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✱ 4✉❡ ♣❡+♠✐%❛ +❡❝✉♣❡+❛+ f
❛ ♣❛+%✐+ ❞❡ ❧❛7 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡7 Pθf(s)✳ ❍❛② ✈❛+✐❛7 ❢:+♠✉❧❛7 ❡4✉✐✈❛❧❡♥%❡7 ❝♦♥ ❡7%❡
♣+♦♣:7✐%♦ ❡♥ ❬◆❛❪✳
❆4✉; ✈❡+❡♠♦7 ✉♥❛ ❢:+♠✉❧❛ 4✉❡ ❡7 ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❡♥ ❧❛ ❧✐%❡+❛%✉+❛ %♦♠♦❣+I✜❝❛ ❝♦♠♦
❋♦✉#✐❡# ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦#❡♠ ✭%❡♦+❡♠❛ ❞❡ ❧❛7 +❡❜❛♥❛❞❛7 ❞❡ ❋♦✉+✐❡+✮✳
❊❧ ❚❤❡♦)❡♠ ❙❧✐❝❡ ❋♦✉)✐❡)
❊❧ ❚❤❡♦+❡♠ ❙❧✐❝❡ ❋♦✉+✐❡+ ✭❚❡♦+❡♠❛ ❞❡ ❧❛7 +❡❜❛♥❛❞❛7 ❞❡ ❋♦✉+✐❡+✮ ❡7 ❧❛ ❣❡♥❡+❛✲
❧✐③❛❝✐:♥ ❞❡ ✉♥ ❤❡❝❤♦ ♠✉② 7❡♥❝✐❧❧♦ 4✉❡ ✐❧✉7%+❛♠♦7 ❛ ❝♦♥%✐♥✉❛❝✐:♥✳ ▲❛ ❢:+♠✉❧❛ ❞❡❧
%❤❡♦+❡♠ ❙❧✐❝❡ ❋♦✉+✐❡+ 7❡ ❡♥❝✉❡♥%+❛ %♦♠❛♥❞♦ ❧❛ %+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡♥ ✉♥❛
❞✐♠❡♥7✐:♥ ❞❡ ✉♥❛ ♣+♦②❡❝❝✐:♥ ♣❛+❛❧❡❧❛ ② ♥♦%❛♥❞♦ 4✉❡ ❡7 ✐❣✉❛❧ ❛ ✉♥❛ 7❧✐❝❡ ✭+❡✲
❜❛♥❛❞❛✮ ❞❡ ❧❛ %+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡♥ ❞♦7 ❞✐♠❡♥7✐♦♥❡7 ❞❡❧ ♦❜❥❡%♦ ♦+✐❣✐♥❛❧✳
❈♦♠❡♥③❛♠♦7 ❞❡✜♥✐❡♥❞♦ ❧❛ %+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ② 7✉ %+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ✐♥✈❡+7❛
❡♥ ✉♥❛ ② ❡♥ ❞♦7 ❞✐♠❡♥7✐♦♥❡7 ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ f(ξ) ② ❞❡ f(x, y) +❡7♣❡❝%✐✈❛♠❡♥%❡✿
❚+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡♥ ✉♥❛ ❞✐♠❡♥7✐:♥
✭✸✳✷✶✮ Ff(ξ) = f̂(ξ) =
∫ ∞
−∞
f(x) e−2πi x ξ dx.
❚+❛♥7❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡♥ ❞♦7 ❞✐♠❡♥7✐♦♥❡7
✭✸✳✷✷✮ Ff(s, u) = f̂(s, u) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(x, y) e−2πi (sx+uy) dx dy.
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✶
❚+❛♥2❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✐♥✈❡+2❛ ❡♥ ✉♥❛ ❞✐♠❡♥2✐6♥
✭✸✳✷✸✮ f(x) = F−1f̂(x) =
∫ ∞
−∞
f̂(ξ) e2πi x ξ dt.
❚+❛♥2❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✐♥✈❡+2❛ ❡♥ ❞♦2 ❞✐♠❡♥2✐♦♥❡2
✭✸✳✷✹✮ f(x, y) = F−1f̂(x, y) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f̂(s, u) e2πi (sx+uy) dx dy.
▲✉❡❣♦✱ 2✐ ❝♦♥2✐❞❡+❛♠♦2 θ = 0♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐6♥ ❞❡ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐6♥ ✭✸✳✷✵✮✱ ❡♥%♦♥❝❡2
P0f(s) ♥♦ ❡2 ♠B2 C✉❡ ❧❛ ✐♥%❡❣+❛❧ 2♦❜+❡ ❧❛ +❡❝%❛ ✈❡+%✐❝❛❧ x = s✳
P0f(s) =
∫ ∞
−∞
f(s cos 0− u sen 0, s sen 0 + u cos 0) du
=
∫ ∞
−∞
f(s, u) du
E♦+ ❧♦ %❛♥%♦
✭✸✳✷✺✮ P0f(s) =
∫ ∞
−∞
f(s, u) du
E♦+ ♦%+♦ ❧❛❞♦ %♦♠❛♥❞♦ ❧❛ %+❛♥2❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❜✐❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ❡♥ ❡❧ ❝❛2♦
♣❛+%✐❝✉❧❛+ ✉2❛♥❞♦ u = 0 2❡ ♦❜%✐❡♥❡
f̂(s, 0) = Ff(s, 0) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(x, y)e−2πi(sx+0y) dy dx
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(x, y)e−2πi(sx) dy dx
=
∫ ∞
−∞
[∫ ∞
−∞
f(x, y) dy
]
e−2πisx dx
=
∫ ∞
−∞
P0f(x)e−2πisx dx
= P̂0f(s)
E♦+ ❧♦ %❛♥%♦
✭✸✳✷✻✮ f̂(s, 0) = P̂0f(s)
❊2 ❞❡❝✐+ C✉❡ ❧❛ %+❛♥2❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❜✐❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ❞❡ f ❡✈❛❧✉❛❞❛ ❡♥ ❡❧ ❡❥❡
X 2❡ ♣✉❡❞❡ ❤❛❧❧❛+ ✐♥%❡❣+❛♥❞♦ f ❡♥ ❧❛ +❡❝%❛ ✈❡+%✐❝❛❧ L(0,s) ② ❞❡2♣✉$2 ❝❛❧❝✉❧❛♥❞♦
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✷
❧❛ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐5♥ +❡1✉❧%❛♥%❡✱ ✜♥❛❧♠❡♥%❡
1✐ 8✉❡+❡♠♦1 ❞❡1♣❡❥❛+ f ❜❛1%❛+< %♦♠❛+ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛1 ✐♥✈❡+1❛1✳
❊1%❡ ❤❡❝❤♦ ♣✉❡❞❡ 1❡+ ❡①%❡♥❞✐❞♦ ❛❧ ❝❛1♦ ❣❡♥❡+❛❧ ❞❡ ♠♦❞♦ 8✉❡ f̂(s, θ) ❡✈❛❧✉❛❞❛
❡♥ ✉♥❛ +❡❝%❛ 8✉❡ ❢♦+♠❛ ✉♥ <♥❣✉❧♦ θ ❝♦♥ ❡❧ ❡❥❡ X ② 8✉❡ ♣❛1❛ ♣♦+ ❡❧ ♦+✐❣❡♥ ❞❡❜❡
❝♦✐♥❝✐❞✐+ 1✐❡♠♣+❡ ❝♦♥ P̂θf(s) ② ❧✉❡❣♦ %♦♠❛♥❞♦ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛1 ✐♥✈❡+1❛1 ♣♦❞❡♠♦1
❞❡1♣❡❥❛+ f ✳
❚❡♦#❡♠❛ ✸✳✷✳ ✭❋♦✉#✐❡# ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦#❡♠✮
❙❡❛ Pθf(s) ❧❛ ✐♥&❡❣(❛❧ ❞❡ ❧*♥❡❛ ❞❡ f +♦❜(❡ ❧❛ (❡❝&❛ L(θ,s) ❝♦♥ ❧❛ ♣❛(❛♠❡&(✐③❛❝✐2♥
❞❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐2♥ ✭✸✳✶✺✮✱ ❡♥&♦♥❝❡+ ♣❛(❛ f +✉✜❝✐❡♥&❡♠❡♥&❡ (❡❣✉❧❛( +❡ &✐❡♥❡
✭✸✳✷✼✮ f(x, y) =
∫ π
0
∫ ∞
−∞
|r| P̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr dθ
❖❜4✿
▲♦ ❞❡ ✏1✉✜❝✐❡♥%❡♠❡♥%❡ +❡❣✉❧❛+✑ ❡1 1✐♠♣❧❡♠❡♥%❡ ✉♥ +❡8✉❡+✐♠✐❡♥%♦ %$❝♥✐❝♦ ♣❛+❛
❛♣❧✐❝❛+ ❧❛ ❢5+♠✉❧❛ ❞❡ ✐♥✈❡+1✐5♥✳ ❈♦♥ ❢✉♥❝✐♦♥❡1 ❞❡ 1♦♣♦+%❡ ❝♦♠♣❛❝%♦ ❛❝♦%❛❞❛1 ❡
✐♥%❡❣+❛❜❧❡1 ②❛ 1❡ %✐❡♥❡♥ ✐❣✉❛❧❞❛❞❡1 ❡♥ ❝❛1✐ %♦❞♦ ♣✉♥%♦✱ ❞❡ ♠♦❞♦ 8✉❡ ❛❧ ♠❡♥♦1
❞❡1❞❡ ❡❧ ♣✉♥%♦ ❞❡ ✈✐1%❛ %❡5+✐❝♦✱ ♥♦ ✈❛♠♦1 ❛ ❞❡❥❛+ ❞❡ ✈❡+ ✉♥ %✉♠♦+ ♦ ❝✉❛❧8✉✐❡+
❝♦1❛ 8✉❡ %❡♥❣❛ ❣+♦1♦+ ♣♦+8✉❡ f ♥♦ 1❡❛ C∞✳ K❡+♦ 1L ❡1 ❝✐❡+%♦ 8✉❡ ❡♥ ❧❛ ♣+<❝%✐❝❛ ❧❛
❢❛❧%❛ ❞❡ +❡❣✉❧❛+✐❞❛❞ ❝♦♠❜✐♥❛❞❛ ❝♦♥ ❧♦1 ♠$%♦❞♦1 ❛♣+♦①✐♠❛❞♦1 8✉❡ 1❡ ❡♠♣❧❡❛♥✱
❝+❡❛ ✉♥❛1 1♦♠❜+❛1 ✐♥❡①✐1%❡♥%❡1✳
❋✐❣✉+❛ ✸✳✼✿ ❊❧ ❚❤❡♦(❡♠ ❙❧✐❝❡ ❋♦✉(✐❡( [◗]
▲❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✼ ✐❧✉1%+❛ ❡❧ ❚❤❡♦+❡♠ ❙❧✐❝❡ ❋♦✉+✐❡+✿ ▲❛ ❚+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+
✉♥✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❞❡ ✉♥❛ ♣+♦②❡❝❝✐5♥ ♣❛+❛❧❡❧❛ ❢♦+♠❛♥❞♦ ✉♥ <♥❣✉❧♦ θ ❝♦♥ ❡❧ ❡❥❡ X
❡1 ✐❣✉❛❧ ❛ ❧♦1 ✈❛❧♦+❡1 ❞❡ ❧❛ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❜✐❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡%♦ ❛ ❧♦ ❧❛+❣♦
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✸
❞❡ ✉♥❛ ❧1♥❡❛ +❡❝%❛ 3✉❡ ♣❛5❛ ♣♦+ ❡❧ ♦+✐❣❡♥✱ ❢♦+♠❛♥❞♦ ✉♥ ♠✐5♠♦ :♥❣✉❧♦ θ ❝♦♥ ❡❧
❡❥❡ s✳
❉❡♠♦$%&❛❝✐*♥✳
<+✐♠❡+♦ ✈❡❛♠♦5 3✉❡ P̂θf(r) = P̂θ+πf(−r)✱ ❡♥ ❡❢❡❝%♦✱ ❝♦♥ ❧❛ ❛②✉❞❛ ❞❡ ❧❛
✜❣✉+❛ ✸✳✽ ♦❜%❡♥❡♠♦5 3✉❡ (r, θ) = (−r, θ+π) ❝♦♠♦ ❧♦5 ♣✉♥%♦5 5♦♥ ✐❣✉❛❧❡5
❡♥%♦♥❝❡5 ② ♣♦+ ❧❛ 5✐♠❡%+1❛ ❞❡❧ ❤❛③✱ ❧❛5 +❡❝%❛5 ❡♥ ❡5♦5 ♣✉♥%♦5 5♦♥ ✐❣✉❛❧❡5
✐✳❡✳✱ L(θ,s) = L(θ+π,s) ❡♥%♦♥❝❡5 ❧❛5 ❝♦++❡5♣♦♥❞✐❡♥%❡5 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡5 5❡+:♥
✐❣✉❛❧❡5✱ ❡♥%♦♥❝❡5 Pθf(r) = Pθ+πf(−r)✱ ❧✉❡❣♦ 5✐ %♦♠❛♠♦5 ❧❛ %+❛♥5❢♦+♠❛✲
❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ %❡♥❡♠♦5 P̂θf(r) = P̂θ+πf(−r) 3✉❡ ❡+❛ ❧♦ 3✉❡ ❡5%:❜❛♠♦5
❜✉5❝❛♥❞♦✳
❋✐❣✉+❛ ✸✳✽✿ ❙✐♠❡%&'❛ ❞❡❧ ❤❛③✳
❙✐ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐G♥ ✭✸✳✷✼✮ 5❡♣❛+❛♠♦5 ❧♦5 ❧1♠✐%❡5 ❞❡ ✐♥%❡❣+❛❝✐G♥ ❞❡ ♠❡♥♦5
✐♥✜♥✐%♦ ❛ ❝❡+♦ ② ❞❡ ❝❡+♦ ❛ ✐♥✜♥✐%♦ ② ❤❛❝❡♠♦5 ✉♥ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❡♥ ❡❧
♣+✐♠❡+ %$+♠✐♥♦✱ ♦❜%❡♥❡♠♦5
f(x, y) =
∫ π
0
[∫ 0
∞
rP̂θf(−r)e2πi(x(−r) cos θ+y(−r) sen θ) − dr
]
dθ
+
∫ π
0
[∫ ∞
0
rP̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr
]
dθ
❝❛♠❜✐❛♥❞♦ ❧♦5 ❧1♠✐%❡5 ❞❡ ✐♥%❡❣+❛❝✐G♥ ❡♥ ❡❧ ♣+✐♠❡+ %❡+♠✐♥♦
=
∫ π
0
[∫ ∞
0
rP̂θf(−r)e−2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr
]
dθ
+
∫ π
0
[∫ ∞
0
rP̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr
]
dθ
❯5❛♥❞♦ ❡❧ ❤❡❝❤♦ 3✉❡ P̂θf(−r) = P̂θ+πf(r) ② ❤❛❝✐❡♥❞♦ α = θ+π✱ %❡♥❡♠♦5
=
∫ 2π
π
[∫ ∞
0
rP̂αf(r)e−2πi(−xr cosα−yr senα) dr
]
dα
+
∫ π
0
[∫ ∞
0
rP̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr
]
dθ
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✹
+❡❣+❡0❛♥❞♦ ❛ ❧❛ ✈❛+✐❛❜❧❡ θ ② ❥✉♥%❛♥❞♦ ❧❛0 ✐♥%❡❣+❛❧❡0✱ ❧❧❡❣❛♠♦0 ❛✿
=
∫ 2π
0
[∫ ∞
0
rP̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr
]
dθ
;♦+ %♦❞♦✱
✭✸✳✷✽✮ f(x, y) =
∫ 2π
0
∫ ∞
0
rP̂θf(r)e2πi(xr cos θ+yr sen θ) dr dθ.
;♦+ ♦%+♦ ❧❛❞♦✱ ✉0❛♥❞♦ ❧❛ ✐♥✈❡+0✐?♥ ❞❡ ❧❛ %+❛♥0❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡❝✉❛❝✐?♥
✭✸✳✷✹✮
f(x, y) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f̂(s, u) e2πi (sx+uy) dx dy.
❍❛❝❡♠♦0 ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡0 (s, u) ❛ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛0 ♣♦❧❛+❡0 s = r cos θ
② u = sen θ❀ ❡♥%♦♥❝❡0 ♦❜%❡♥❡♠♦0
✭✸✳✷✾✮ f(x, y) =
∫ 2π
0
∫ ∞
0
rf̂(r cos θ, r sen θ) e2πi (xr cos θ+y sen θ) dr dθ.
❈♦♠♣❛+❛♥❞♦ ❧❛0 ❡❝✉❛❝✐♦♥❡0 ✭✸✳✷✽✮ ② ✭✸✳✷✾✮✱ ❡♥%♦♥❝❡0 ❜❛0%❛ ♣+♦❜❛+ G✉❡
P̂θf(r) = f̂(r cos θ, r sen θ).
;❛+❛ ❡❧❧♦ ❝♦♥0✐❞❡+❛♠♦0 ✉♥❛ +♦%❛❝✐?♥ ❞❡ H♥❣✉❧♦ θ ❛❧+❡❞❡❞♦+ ❞❡❧ ♦+✐❣❡♥✱ ②
❧❧❡❣❛♠♦0 ❛ ❧❛ %+❛♥0❢♦+♠❛❝✐?♥ ❞❛❞❛0 ❡♥ ✭✸✳✶✼✮✳
T :
{
x = s cos θ − u sen θ
y = s sen θ + u cos θ
;♦+ ♦%+♦ ❧❛❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐?♥ ✭✸✳✷✵✮✱ %❛♠❜✐$♥ ♣♦❞❡♠♦0 ❡0❝+✐❜✐+❧❛ ❝♦♠♦ ❝♦♠✲
♣♦0✐❝✐?♥ ❞❡ f ❝♦♥ T
Pθf(s) =
∫ ∞
−∞
f(s cos θ − u sen θ, s sen θ + u cos θ) du
=
∫ ∞
−∞
f(T (s, u)) du =
∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(s, u) du
;♦+ ❧♦ %❛♥%♦✿
✭✸✳✸✵✮ Pθf(s) =
∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(s, u) du
▲✉❡❣♦✱ ❛♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐?♥ ❞❡ %+❛♥0❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✉♥✐❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧
❛ Pθf(r) ② ✉0❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐?♥ ✭✸✳✸✵✮ %❡♥❡♠♦0✿
P̂θf(r) =
∫ ∞
−∞
Pθf(s)e−2πirs ds
=
∫ ∞
−∞
[∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(s, u) du
]
e−2πirs ds
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(s, u)e−2πirs du ds
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✺
✭✸✳✸✶✮ P̂θf(r) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(s, u)e−2πirs du ds
❋✐♥❛❧♠❡♥%❡ ✈❛♠♦6 ❛ ❤❛❝❡+ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ✈❛+✐❛❜❧❡6 ❞❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥
✭✸✳✶✽✮ ♣❛+❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✸✳✸✶✮❀ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡6%> ❞❛❞♦ ♣♦+
T−1 :
{
s = x cos θ + y sen θ
u = −x sen θ + y cos θ
❝♦♠♦ ❞❡%❡+♠✐♥❛♥%❡ ❞❡❧ ❥❛❝♦❜✐❛♥♦ |J(s, u)| = 1✱ ❡♥%♦♥❝❡6 ♦❜%❡♥❡♠♦6
P̂θf(r) =
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(s, u)e−2πirs du ds
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
(f ◦ T )(T−1(x, y))e−2πir(x cos θ+y sen θ) du ds
=
∫ ∞
−∞
∫ ∞
−∞
f(x, y)e−2πi(x(r cos θ)+y(r sen θ)) dy dx = f̂(r cos θ, r sen θ)
A♦+ ❧♦ %❛♥%♦✿
✭✸✳✸✷✮ P̂θf(r) = f̂(r cos θ, r sen θ)
❈♦♥ ❧♦ D✉❡ 6❡ ❝♦♥❝❧✉②❡ ❧❛ ❞❡♠♦6%+❛❝✐:♥✳
▲❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✸✳✷✼✮ ❞❡❧ %❡♦+❡♠❛✱ ❡6 ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❧ ♠$%♦❞♦ ❞❡ ❧❛
+❡%+♦♣+♦②❡❝❝✐:♥ ✜❧%+❛❞❛ ✭❜❛❝❦♣%♦❥❡❝)❡❞ ✮✳ ❊6%❡ ♥♦♠❜+❡ 6✉+❣❡ ❞❡ ❧❛ ✐♥%❡+♣+❡%❛❝✐:♥
D✉❡ 6❡ ❧❡ ❞❛✱ ♣✉❡6 ❧❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✸✳✷✼✮ ♣✉❡❞❡ 6❡+ ❞✐✈✐❞✐❞❛ ❡♥ ❞♦6 ✐♥%❡❣+❛❧❡6✱ ✐✳❡✳❀
6❡ ♣✉❡❞❡ +❡❡6❝+✐❜✐+ ❝♦♠♦✿
✭✸✳✸✸✮ f(x, y) =
∫ π
0
Qθ(x cos θ + y sen θ) dθ
❞♦♥❞❡
✭✸✳✸✹✮ Qθ(s) =
∫ ∞
−∞
|r| P̂θf(r)e2πirs dr
▲❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ ✭✸✳✸✹✮ ❡6 ❧❛ %+❛♥6❢♦+♠❛❞❛ ✐♥✈❡+6❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❞❡❧ ♣+♦❞✉❝%♦ ❞❡
|r| Pθf(r)❀ ❡6%❛ ❡❝✉❛❝✐:♥ +❡♣+❡6❡♥%❛ ✉♥ ✜❧%+❛❞♦ ❞❡ ♣+♦②❡❝❝✐:♥✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❢+❡✲
❝✉❡♥❝✐❛ +❡6♣♦♥6❛❜❧❡ ❞❡❧ ✜❧%+♦ ❡6 ❞❛❞♦ ♣♦+ |r|✳ ✭❚♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬❑❛❦❪✮✳ Qθ(s) ❡6 ❧❧❛✲
♠❛❞❛ ♣+♦②❡❝❝✐:♥ ✜❧%+❛❞❛ ✭✜❧)❡%❡❞ ♣%♦②❡❝)✐♦♥✮✱ ❡6%❡ ✜❧%+♦ ❡6 ❝♦♥♦❝✐❞♦ ❝♦♠♦ ✜❧%+♦
+❛♠♣❛ ✭❡6%> 6✐❡♥❞♦ +❡♣+❡6❡♥%❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✾✮✱ ♦ ✜❧%+♦ ❞❡ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞%❛♥✲
▲❛❦5❤♠✐♥❛%❛②❛♥❛♥ ♦ 6✐♠♣❧❡♠❡♥%❡ ✜❧%+♦ ❞❡ ❘❛♠✲▲❛❦✳
❊❧ ✈❛❧♦+ ❞❡ ✉♥ ❞❡%❡+♠✐♥❛❞♦ ♣✉♥%♦ ❞❡ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛6 (x, y) ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❡6
❞❛❞♦ ♣♦+ ❧❛ 6✉♠❛%♦+✐❛ ✭♦ ✐♥%❡❣+❛❧✮ ❞❡ ❧♦6 ❞✐✈❡+6♦6 ✈❛❧♦+❡6 ❞❡ Qθ(x cos θ+y sen θ)
♣❛+❛ ✈❛+✐♦6 ✈❛❧♦+❡6 ❞❡ θ ❡♥%+❡ 0 ❛ π✳ ▲❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✶✵✱ ♠✉❡6%+❛ ❡❧ 6✐❣♥✐✜❝❛❞♦ ❞❡
❧❛ ❝♦♥%+✐❜✉❝✐:♥ ❞❡ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐:♥ ✜❧%+❛❞❛ ♣❛+❛ ❝✉❛❧D✉✐❡+ Qθ1 ✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✻
❋✐❣✉+❛ ✸✳✾✿ ❋✐❧%+♦ ❘❛♠♣❛
❋✐❣✉+❛ ✸✳✶✵✿ ❘❡%+♦♣+♦②❡❝❝✐;♥ ♣❛+❛ ❧❛ +❡❝♦♥=%+✉❝❝✐;♥ ❞❡ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✼
/❛+❛ ❡❧ 2♥❣✉❧♦ θ1✱ ❡❧ ✈❛❧♦+ ❞❡ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐:♥ ✜❧%+❛❞❛ Qθ1(s) <✉❡ ❝♦♥%+✐❜✉✐+2 ♣❛+❛
❡❧ ✈❛❧♦+ ✜♥❛❧ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥%♦ (x, y) ❡> ❞❛❞♦ ♣♦+ ❧❛ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛ s1 = x cos θ1+y sen θ1✳
/❛+❛ ❡❧ ♠✐>♠♦ 2♥❣✉❧♦ θ1 ❡♥ ❡❧ ♣✉♥%♦ (x
′, y′)✱ ❡❧ ✈❛❧♦+ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦+❞❡♥❛❞❛ ❡♥ ❡❧
❡❥❡ s >❡+2 ❡❧ ♠✐>♠♦✿ s′1 = x
′ cos θ1 + y′ sen θ1 = s1✳
/♦+ ❝♦♥>✐❣✉✐❡♥%❡✱ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐:♥ ✜❧%+❛❞❛ Qθ1(s1)✱ ❤❛+2 ❧❛ ♠✐>♠❛ ❝♦♥%+✐❜✉❝✐:♥
♣❛+❛ ❧❛ +❡❝♦♥>%✐%✉❝✐:♥ ❞❡ %♦❞♦> ❡>%♦> ♣✉♥%♦> ❡♥ ❧❛ +❡❣✐:♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♦+✐❣✐♥❛❧✱
❝♦♥%+✐❜✉②❡♥❞♦ ♣❛+❛ %♦❞♦> ❧♦> ♣✉♥%♦> ❛ ❧♦ ❧❛+❣♦ ❞❡ ❧❛ +❡%❛ s = s1✳ ❚♦❞♦> ❧♦>
✈❛❧♦+❡> ❞❡ Qθ1(s) >♦♥ ❞❡ ❡>%❛ ♠❛♥❡+❛ +❡%+♦♣+♦②❡❝%❛❞♦> ❡♥ ❧❛ +❡❣✐:♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥
♦+✐❣✐♥❛❧✳ ❊>%❡ ♣+♦❝❡>♦ ❡> +❡❛❧✐③❛❞♦ ♣❛+❛ %♦❞♦> ❧♦> 2♥❣✉❧♦> θi ❡♥ <✉❡ ❢✉❡+❛♥
❛❞<✉✐+✐❞❛> ❧❛> ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡> Pθif(s)✳
✸✳✷✳✸✳ ❚$❛&❛♠✐❡♥&♦ ❈♦♠♣✉&❛❝✐♦♥❛❧
❯♥❛ ✈❡③ ❝♦♥>❡❣✉✐❞❛ ✉♥❛ ❢:+♠✉❧❛ ❡①❛❝%❛ <✉❡ +❡>✉❡❧✈❡ ❡❧ ♣+♦❜❧❡♠❛ ♠❛%❡♠2%✐❝♦
>✉+❣❡ ❧❛ ♣+❡❣✉♥%❛✿ ✏➽② ❛❤♦+❛ ❝:♠♦ ♠❡%❡♠♦> ❡>%❛ ❢:+♠✉❧❛ ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♠♣✉%❛❞♦✲
+❛❄✑❀ ❡♥%♦♥❝❡> ❡❧ %+❛❜❛❥♦ ❛O♥ ♥♦ ❤❛ %❡+♠✐♥❛❞♦✳ ❊❧ ♠$%♦❞♦ ♥❛%✉+❛❧ ♣❛+❛ %+❛%❛+
♥✉♠$+✐❝❛♠❡♥%❡ ❡①♣+❡>✐♦♥❡> <✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝+❡♥ ✐♥%❡❣+❛❧❡> ♦ >❡+✐❡> ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡> ❧❛
%+❛♥>❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❞✐>❝+❡%❛ ② ❧❛ %+❛♥>❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ +2♣✐❞❛ ✭❱❡+
❆✳✸✳✹ ❞❡❧ ❛♣$♥❞✐❝❡ ② ♣❛+❛ ♠2> ❞❡%❛❧❧❡ ✈❡+ ❬❚❛❪✮ ♠2> ❝♦♥♦❝✐❞❛ ♣♦+ >✉> >✐❣❧❛> ❡♥
✐♥❣❧$> FFT ✳ ❊>%❡ ♠$%♦❞♦✱ ❝♦♠❜✐♥❛❞♦ ❝♦♥ ❡❧ ❞❡>❛++♦❧❧♦ ❞❡ ❧❛> ❝♦♠♣✉%❛❞♦+❛>✱
❤❛ +❡✈♦❧✉❝✐♦♥❛❞♦ ♠✉❝❤♦> ♠$%♦❞♦> ♥✉♠$+✐❝♦> ❞❡>❞❡ >✉ ✐♥%+♦❞✉❝❝✐:♥ ❡♥ ❧♦> ❛W♦>
✻✵✳
❆<✉Z ♠❡♥❝✐♦♥❛+❡♠♦> ❛❧❣♦ ♠2> ❞✐+❡❝%♦✱ <✉❡ ❡> ✉♥❛ ✈❡+>✐:♥ >✐♠♣❧✐✜❝❛❞❛ ② ❝❧❛+✲
✐✜❝❛❞❛ ❞❡ ❧❛ >❡❝❝✐:♥ ✸✳✸✳✸ ❞❡ ❬❑❛❦❪✳
❉❡ ❧❛> ❡❝✉❛❝✐♦♥❡> ✭✸✳✷✼✮ ② ✭✸✳✸✹✮ ♦❜%❡♥❡♠♦>✿
✭✸✳✸✺✮ f(x, y) =
∫ π
0
Qθ(x cos θ + y sen θ) dθ
❞♦♥❞❡
✭✸✳✸✻✮ Qθ(s) =
∫ ∞
−∞
|r| P̂θf(r)e2πirs dr
❉❡ ❞♦♥❞❡ ♣♦❞❡♠♦> ✈❡+ <✉❡ %♦❞♦ ❡❧ ♣+♦❜❧❡♠❛ >❡ +❡❞✉❝❡ ❛ >❛❜❡+ ❛♣+♦①✐♠❛+ Qθ(s)✱
♣♦+<✉❡ ✉♥❛ ✈❡③ ❤❡❝❤♦ ❡>♦✱ ♣♦❞+Z❛♠♦> ✉>❛+ ♥✉❡>%+♦> ❛♣✉♥%❡> ❞❡ ▼❛%❡♠2%✐❝❛
❈♦♠♣✉%❛❝✐♦♥❛❧ ■ ✭✈❡+ ❬❇✉❪✮ ♣❛+❛ ❛♣+♦①✐♠❛+ ✐♥%❡❣+❛❧❡> >♦❜+❡ ❡❧ ✐♥%❡+✈❛❧♦ ✜♥✐%♦
[0, π] ✉>❛♥❞♦ ❝✉❛❧<✉✐❡+ ♠$%♦❞♦ ✭+❡❣❧❛ ❞❡❧ %+❛♣❡❝✐♦✱ ❞❡ ❙✐♠♣>♦♥✱ ❝✉❛❞+❛%✉+❛ ❞❡
●❛✉>>✱✳✳✳ ✮
❊♥%♦♥❝❡> ♥✉❡>%+♦ ♦❜❥❡%✐✈♦ >❡+2 ❡❧ ❞❡ ❛♣+♦①✐♠❛+ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ Qθ(s) ♣❛+❛ ❡❧❧♦
✉>❛♠♦> ❧❛> >❡+✐❡> ❞❡ ❋♦✉+✐❡+✳
❉❡>❛++♦❧❧❡♠♦> ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ f(x) = |x| ♣♦+ >❡+✐❡> ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❡♥ ❡❧ ✐♥%❡+✈❛❧♦
[−1/2, 1/2]✱ ♣❛+❛ ❡❧❧♦ ✉>❛♠♦> ❧❛> ❢:+♠✉❧❛>✼ ❞❛❞❛> ❡♥ ❧❛ >❡❝❝✐:♥ ❆✳✸✳✷ ❞❡❧
✼
 ♦♥ ❧❛ ❢&'♠✉❧❛ ♣❛'❛ ❝❛❧❝✉❧❛' ❧♦ ❝♦❡✜❝✐❡♥/❡ ❞❡ ❧❛  ❡'✐❡ ❞❡ ❋♦✉'✐❡'✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✽
❛♣$♥❞✐❝❡✱ ♣❛+❛ ❤❛❧❧❛+ a0✱ an ② bn✱ ❛❞❡♠89 %❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥%❛ :✉❡ f(x) = |x|
❡9 ✉♥❛ ❢✉♥❝✐<♥ ♣❛+✱ ♣♦+ ❡❧ %❡♦+❡♠❛ ❆✳✶✶ %❡♥❡♠♦9 :✉❡ bn = 0✱ 9♦❧♦ ♥♦9 ❢❛❧%❛
❤❛❧❧❛+ a0 ② an
a0 = 2
∫ 1
2
− 1
2
|x| cos (2 ∗ 0 ∗ πx) dx
= 4
∫ 1
2
0
x dx
=
1
2
❤❛❧❧❡♠♦9 an
an = 2
∫ 1
2
− 1
2
|x| cos (2nπx) dx
= 4
∫ 1
2
0
x cos (2nπx) dx
=
4
4n2π2
(cos(nπ)− cos(0))
=
(−1)n − 1
n2π2
▲✉❡❣♦✱ %❡♥❡♠♦9✿
✭✸✳✸✼✮ |x| = a0
2
+
∞∑
n=1
(an cos (2nπx)) ❝♦♥ a0 =
1
2
, an =
(−1)n − 1
n2π2
❘❡❝♦+❞❛♥❞♦ :✉❡
cos(2nπx) =
e2nπix + e−2nπix
2
❊♥%♦♥❝❡9 ❧❛ ❡❝✉❛❝✐<♥ ✭✸✳✸✼✮✱ 9❡ ♣✉❡❞❡ +❡❡9❝+✐❜✐+ ❝♦♠♦✿
|x| = 1
4
+
1
2
∞∑
n=1
an
(
e2nπix + e−2nπix
)
=
1
4
+
1
2
∞∑
n=1
an
(
e2nπix
)
+
1
2
∞∑
n=1
an
(
e−2nπix
)
❙✐ %♦♠❛♠♦9 m = −n✱ ❡♥ ❧❛ I❧%✐♠❛ 9✉♠❛%♦+✐❛ %❡♥❡♠♦9✿
|x| = 1
4
+
1
2
∞∑
n=1
an
(
e2nπix
)
+
1
2
−1∑
m=−∞
a−m
(
e2mπix
)
9✐ ❡9❝+✐❜✐♠♦9 %♦❞♦ ❡♥ %$+♠✐♥♦9 ❞❡ n✱ %❡♥❡♠♦9✿
=
1
4
+
1
2
∞∑
n=1
an
(
e2nπix
)
+
1
2
−1∑
n=−∞
a−n
(
e2nπix
)✭✸✳✸✽✮
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✺✾
❉❡✜♥✐❡♥❞♦✿
✭✸✳✸✾✮ αn =
{
an
2
si n ≥ 1
a
−n
2
si n ≤ −1
❙❡ ✈❡+✐✜❝❛ 9✉❡
✭✸✳✹✵✮ αn =
(−1)n − 1
2n2π2
▲✉❡❣♦✱ ✉?❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐A♥ ✭✸✳✹✵✮✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐A♥ ✭✸✳✷✳✸✮✱ ?❡ ♣✉❡❞❡ ❡?❝+✐❜✐+ ❝♦♠♦✿
|x| = 1
4
+
1
2
∞∑
n=1
an e
2nπix +
1
2
−1∑
n=−∞
a−n e2nπix
=
1
4
+
∞∑
n=1
αn e
2nπix +
−1∑
n=−∞
αn e
2nπix
=
1
4
+
∑
n∈Z−{0}
αn e
2nπix.
❙✐ ❞❡✜♥✐♠♦( α0 =
1
4
, ❡♥)♦♥❝❡( )❡♥❡♠♦(
=
∑
n∈Z
αn e
2nπix
+♦, ❧♦ )❛♥)♦
✭✸✳✹✶✮ |x| =
∑
n∈Z
αn e
2nπix
▲✉❡❣♦✱ (✐ (✉()✐)✉✐♠♦( x = rh ❝♦♥ h 6= 0 ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐9♥ ✭✸✳✹✶✮✱ ,❡(✉❧)❛
✭✸✳✹✷✮ |r| = 1
h
∞∑
n=−∞
αn e
2nπirh , ❝♦♥ α0 =
1
4
y αn =
(−1)n − 1
2n2π2
❈♦♠♦ x ∈ [−1/2 , 1/2] ❡♥)♦♥❝❡( r ∈ I = [−1/2h , 1/2h]✱ )❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥)❛
<✉❡ (✐ h ❡( ♠✉② ♣❡<✉❡?♦✱ ❡♥)♦♥❝❡( I (❡ ♣❛,❡❝❡ ❛ (−∞ , ∞)✱ ❡♥)♦♥❝❡( ❧❛ ❡❝✉❛❝✐9♥
✭✸✳✸✻✮✱ (❡ ❝✉♠♣❧❡ <✉❡
✭✸✳✹✸✮ Qθ(s) ≈
∫
I
|r| P̂θf(r)e2πirs dr
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✻✵
▲✉❡❣♦✱ ✉2❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐7♥ ✭✸✳✹✷✮ ② ❧❛ ❡❝✉❛❝✐7♥ ✭✸✳✹✸✮✱ ♦❜%❡♥❡♠♦2
Qθ(s) ≈
∫
I
|r| P̂θf(r)e2πirs dr
=
1
h
∞∑
n=−∞
αn
∫
I
P̂θf(r)e2πirs
(
e2nπirh
)
dr
=
1
h
∞∑
n=−∞
αn
∫
I
P̂θf(r)e2πirs+2nπirh dr
=
1
h
∞∑
n=−∞
αn
∫
I
P̂θf(r)e2πi( s+nh ) r dr
❙✐ ❡2%❛ ?❧%✐♠❛ ✐♥%❡❣+❛❧ ❧♦ ❡①%❡♥❞❡♠♦2 ❛ R %❡♥❡♠♦2✿
Qθ(s) ≈ 1
h
∞∑
n=−∞
αn
∫ ∞
−∞
P̂θf(r)e2πi( s+nh ) r dr
❆❤♦+❛ ❡2%❛ ?❧%✐♠❛ ✐♥%❡❣+❛❧ ❡2 ❧❛ %+❛♥2❢♦+♠❛❞❛ ✐♥✈❡+2❛ ❞❡ P̂θf(r)✱ ♣♦+ ❧♦ %❛♥%♦✿
✭✸✳✹✹✮ Qθ(s) ≈ 1
h
∞∑
n=−∞
αn Pθf(s+ nh)
▲❛ ❡❝✉❛❝✐7♥ ✭✸✳✹✹✮ ♥♦ %✐❡♥❡ %+❛♥2❢♦+♠❛❞❛2 ❞❡ ❋♦✉+✐❡+✱ ❡2 2✐♠♣❧❡♠❡♥%❡ ✉♥❛
2✉♠❛%♦+✐❛ ② G✉❡ ❞❡ ❤❡❝❤♦ ❡2 ✜♥✐%❛ ♣♦+G✉❡ Pθf ❡2 ❞❡ 2♦♣♦+%❡ ❝♦♠♣❛❝%♦✱ ♣✉❡2 ❧❛
♣+♦②❡❝❝✐7♥ ♦+%♦❣♦♥❛❧ ❞❡ ✉♥ ❝♦♠♣❛❝%♦ ❡2 ✉♥ ❝♦♠♣❛❝%♦✳ ❬❈❤❪✱ ❬◆❛❪✱ ❬❑❛❦❪✱ ❬❑❪✱
❬❚❛❪
✸✳✷✳✹✳ ❊❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❆♣❧✐❝❛❝✐0♥
▼♦❞❡❧♦ ❞❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ✭✏❍❡❛❞ 0❤❛♥1♦♠✑✮
❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ❡2 ♣+❡2❡♥%❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❜R2✐❝♦ ♣❛+❛ ❡❧ ❛♥R❧✐✲
2✐2 ❞❡ ❧❛ ♣+❡❝✐2✐7♥ ❞❡ ❧♦2 ♠$%♦❞♦2 ❞❡ +❡❝♦♥2%+✉❝✐7♥ ♣+❡2❡♥%❛❞♦2 ❡♥ ❡2%❛ 2❡❝❝✐7♥✳
❈♦♠♦ ❝✐%❛❞♦ ♣♦+ ❙❧❛♥❡② ❬❑❛❦❪✱ ❡❧ ❝❡+❡❜+♦ ♣✉❡❞❡ 2❡+ ❝♦♥2✐❞❡+❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❞❡
❧❛2 ✐♠R❣❡♥❡2 G✉❡ ❡①✐❣❡♥ ♠R2 ♣+❡❝✐2✐7♥✱ ✢❡①✐❜✐❧✐❞❛❞ ② ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
+✐%♠♦ ❞❡ +❡❝♦♥2%+✉❝❝✐7♥✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ✉♥ ❝❡+❡❜+♦ ❢✉❡ ✐❞❡❛❧✐③❛❞♦ ♣♦+ ❙❤❡♣♣✲
▲♦❣❛♥✱ ② ❡2 ❢+❡❝✉❡♥%❡♠❡♥%❡ ✉%✐❧✐③❛❞♦ ♣❛+❛ ❝♦♠♣+♦❜❛+ ❧❛ ♣+❡❝✐2✐7♥ ❞❡ ❧♦2 ❛❧✲
❣♦+✐%♠♦2 ❞❡ +❡❝♦♥2%+✉❝❝✐7♥✳ ❊2%❡ ♠♦❞❡❧♦ ❡2%R ❜❛2❛❞♦ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥%♦ ❞❡ 10
❡❧✐♣2❡2✳
❊❧ %$+♠✐♥♦ ✏♣❤❛♥1♦♠✑ ❡♥ ▼❛%❧❛❜✱ ❣❡♥❡+❛ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❞❡❧ ❡2♣❡❝%+♦ ❞❡ ❧❛
❝❛❜❡③❛✳ ❯♥❛ ✈❡♥%❛❥❛ ❞❡ ✉2❛+ ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♠♦ ❧❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✻✶
♣❛+❛ 1✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡1 ❡♥ ❝♦♠♣✉%❛❞♦+ ❡1 6✉❡ 1❡ ♣✉❡❞❡ ✉1❛+ ❡①♣+❡1✐♦♥❡1 ❛♥❛❧8%✐✲
❝❛1 ♣❛+❛ ❧❛ ♣+♦②❡❝❝✐;♥ ✉1❛♥❞♦ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✭❚♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬❑❛❦❪✮✳ ▲❛
♣+♦②❡❝❝✐;♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❝♦♠♣✉❡1%❛ ♣♦+ ✉♥ ♥G♠❡+♦ ❞❡ ❡❧✐♣1❡1 ❡1 1✐♠♣❧❡♠❡♥%❡
❧❛ 1✉♠❛ ❞❡ ❧❛1 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1 ❞❡ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛1 ❡❧✐♣1❡1✳ ❊1%♦ ❡1 ❞❡❜✐❞♦ ❛ ❧❛
❧✐♥❡❛+✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ %+❛♥1❢♦+♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✳
❊♥ ❡1%❛ ♣❛+%❡ ✉1❛+❡♠♦1 ❧❛1 ❢✉♥❝✐♦♥❡1 ✐♥%❡+♥❛1 ❞❡ ▼❛%❧❛❜ ♣❛+❛ ❣❡♥❡+❛+ ✉♥❛
✐♠❛❣❡♥ ♣❛%+;♥ ② ❧✉❡❣♦ %+❛%❛+❡♠♦1 ❞❡ +❡❝♦♥1%+✉✐+❧❛ ✉1❛♥❞♦ ❞✐❢❡+❡♥%❡ ♥G♠❡+♦ ❞❡
♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1✳ ❈♦♥ ❡❧ ♣+♦❣+❛♠❛ ✭❇✳✶✮✱ ❣❡♥❡+❛♠♦1 ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✶✳
❋✐❣✉+❛ ✸✳✶✶✿ ■♠❛❣❡♥ ♣❛%+;♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❜❡③❛✳
❉♦♥❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ✸✳✶✶ ❝♦♥1%❛ ❞❡ ✉♥❛ ❡❧✐♣1❡ ❣+❛♥❞❡ ✭+❡♣+❡1❡♥%❛♥❞♦ ❡❧ ❝❡+❡❜+♦✮
❝♦♥%❡♥✐❡♥❞♦ ✈❛+✐❛1 ❡❧✐♣1❡1 ♠R1 ♣❡6✉❡S❛1 ✭+❡♣+❡1❡♥%❛♥❞♦ ❝❛+❛❝%❡+81%✐❝❛1 ❡♥ ❡❧
❝❡+❡❜+♦✮✳
❆❤♦+❛ ✈❛♠♦1 ❛ +❡❝♦♥1%+✉✐+ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%+;♥ ② ✈❡❛♠♦1 ❧❛ ❡①❛❝%✐%✉❞ ♥✉♠$+✐❝❛
❞❡ ❧❛ +❡❝♦♥1%+✉❝❝✐;♥✱ ♣❛+❛ ❡❧❧♦ ✉1❛♠♦1 ❧♦1 ❛❧❣♦+✐%♠♦1 ②❛ ❞✐1❡S❛❞♦1 ❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
%❛❞♦1 ❡♥ ♠❛%❧❛❜ ❝♦♠♦ ❘❆❉❖◆ ❡ ■❘❆❉❖◆
✽
✳
❈♦♥ ❡❧ ♣+♦❣+❛♠❛ ✭❇✳✷✮ %♦♠❛♥❞♦ 10 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1 ♣❛+❛ ❧❛ +❡❝♦♥1%+✉❝❝✐;♥✱ ♦❜✲
%❡♥❡♠♦1 ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✶✷
❈♦♥ ❡❧ ♣+♦❣+❛♠❛ ✭❇✳✷✮ %♦♠❛♥❞♦ 50 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1 ♣❛+❛ ❧❛ +❡❝♦♥1%+✉❝❝✐;♥✱ ♦❜✲
%❡♥❡♠♦1 ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✶✸
❈♦♥ ❡❧ ♣+♦❣+❛♠❛ ✭❇✳✷✮ %♦♠❛♥❞♦ 100 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡1 ♣❛+❛ ❧❛ +❡❝♦♥1%+✉❝❝✐;♥✱ ♦❜✲
%❡♥❡♠♦1 ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✶✹✳
✽
❋✉♥❝✐♦♥❡' ✐♥(❡)♥❛' ❞❡ ▼❛(❧❛❜
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✻✷
❋✐❣✉+❛ ✸✳✶✷✿ ❘❡❝♦♥5%+✉❝❝✐6♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%+6♥ ❝♦♥ 10 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡5✳
❋✐❣✉+❛ ✸✳✶✸✿ ❘❡❝♦♥5%+✉❝❝✐6♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%+6♥ ❝♦♥ 50 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡5✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✸✳✷✳ ▼$%♦❞♦ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ✻✸
❋✐❣✉+❛ ✸✳✶✹✿ ❘❡❝♦♥6%+✉❝❝✐7♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%+7♥ ❝♦♥ 100 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡6✳
❈♦♥ ❡❧ ♣+♦❣+❛♠❛ ✭❇✳✷✮ %♦♠❛♥❞♦ 256 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡6 ♣❛+❛ ❧❛ +❡❝♦♥6%+✉❝❝✐7♥✱ ♦❜✲
%❡♥❡♠♦6 ❧❛ ✜❣✉+❛ ✸✳✶✺
❋✐❣✉+❛ ✸✳✶✺✿ ❘❡❝♦♥6%+✉❝❝✐7♥ ❞❡ ❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛%+7♥ ❝♦♥ 256 ♣+♦②❡❝❝✐♦♥❡6✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❈❛♣#$✉❧♦ ✹
❙✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡/
✹✳✶✳ ❚♦♠♦❣'❛❢*❛ +✐♠✉❧❛❞❛
❖❜❥❡$✐✈♦✿
❊①♣❧✐❝❛' ❧❛( ♥♦❝✐♦♥❡( ❜-(✐❝❛( ❞❡ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦( ♠12♦❞♦( ❝♦♥ ❧♦( 3✉❡ (❡ ❤❛❝❡♥
2♦♠♦❣'❛❢7❛( ② (✉ '❡❧❛❝✐9♥ ❝♦♥ ❧♦( ❛❧❣♦'✐2♠♦( ✐2❡'❛2✐✈♦( ♣❛'❛ '❡(♦❧✈❡' (✐(2❡♠❛(
❧✐♥❡❛❧❡(✳
▼❛$❡+✐❛❧❡-✿
✲ ❈❛'2✉❧✐♥❛✳
✲ >❧-(2✐❝♦ (❡♠✐2'❛♥(♣❛'❡♥2❡ ✭♣♦' ❡❥❡♠♣❧♦ ♣❛♣❡❧ ❝❡❧♦❢-♥✮✳
✲ ❯♥❛ ❧✐♥2❡'♥❛✳
✲ ❯♥❛ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦'❛✳
❊①♣❡+✐♠❡♥$♦
❈♦♠♦ ❡( ✉♥❛ ✈❡'❞❛❞ ✉♥✐✈❡'(❛❧ 3✉❡ ❧♦( 2❡❥✐❞♦( ❞❡❧ ❝✉❡'♣♦ ❤✉♠❛♥♦ ♥♦ (❡ 2'❛♥(✲
♣❛'❡♥2❛♥✱ ❡♥2♦♥❝❡( ♥♦ ♣♦❞❡♠♦( ❝❛♠❜✐❛' ❡♥ ❧❛( ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡( ♠1❞✐❝❛( ❧♦( '❛②♦(
X ♣♦' ❧❛ ❧✉③ ✈✐(✐❜❧❡❀ ❧♦ 3✉❡ ✈❛♠♦( ❛ ❤❛❝❡' ❛3✉7 ❡( (✉(2✐2✉✐' ❧♦( 2❡❥✐❞♦( ♣♦' ✉♥♦(
❝✉❜✐2♦( 2'❛♥(❧F❝✐❞♦( ❝♦♥ ❧♦( 3✉❡ ♣♦❞❛♠♦( ✐❧✉(2'❛' ❧❛ '❡❝♦♥(2'✉❝❝✐9♥ ❛❧❣❡❜'❛✐❝❛✳
❈♦♥ ❧❛ ❝❛'2✉❧✐♥❛ ❢❛❜'✐❝❛'❡♠♦( ♥✉❡✈❡ ❝✉❜♦( ② ❡♥ (✉( ❝❛'❛( ❧❛2❡'❛❧❡( ❛❜'✐'❡♠♦(
✏✈❡♥2❛♥❛(✑ ♣❛'❛ 3✉❡ ♣✉❡❞❛ ♣❛(❛' ❧❛ ❧✉③✱ ❧❛( ❝✉❛❧❡( ❝✉❜'✐'❡♠♦( ❛❧❣✉♥♦( ❞❡ ❡❧❧♦(
❝♦♥ ❡❧ ♣❧-(2✐❝♦ (❡♠✐2'❛♥(♣❛'❡♥2❡✳ ❆❧ ♣♦♥❡' 2'❡( ❝✉❜♦( (❡❣✉✐❞♦( ② ❡♥❢♦❝❛'❧♦( ❝♦♥
❧❛ ❧✉③ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥2❡'♥❛✱ (❡ ♣✉❡❞❡♥ ❞❡2❡❝2❛' ❡♥ ✉♥❛ ♣❛♥2❛❧❧❛ ✭✉♥❛ ❤♦❥❛ ❞❡ ♣❛♣❡❧✮
❝✉❛2'♦ ♣♦(✐❜❧❡( ✐♥2❡♥(✐❞❛❞❡( ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡ (✐ ♥✐♥❣✉♥♦✱ ✉♥♦✱ ❞♦( ♦ ❧♦( 2'❡(
❝✉❜♦( 2✐❡♥❡♥ ♣❧-(2✐❝♦ ❡♥ (✉( ✈❡♥2❛♥❛(✱ ❝♦♠♦ (❡ ✐❧✉(2'❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉'❛ ✹✳✶✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✻✹
✹✳✶✳ ❚♦♠♦❣'❛❢*❛ +✐♠✉❧❛❞❛ ✻✺
❋✐❣✉'❛ ✹✳✶✿ ▲♦+ ❝✉❜♦+ +✐❡♥❞♦ ❛9'❛✈❡+❛❞♦+ ♣♦' ❧❛ ❧✉③✳
❈♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧♠❡♥9❡ ❞❡+✐❣♥❛'❡♠♦+ ❡+9❛+ ✐♥9❡♥+✐❞❛❞❡+ ♣♦' I = 1; 1/2; 1/3; 1/4
'❡+♣❡❝9✐✈❛♠❡♥9❡✳ >❛'❛ ❧❧❡✈❛' ❛ ❝❛❜♦ ❡❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥9♦✱ ❡+ ✐♠♣♦'9❛♥9❡ ❢❛♠✐❧✐❛'✐✲
③❛'+❡ ❝♦♥ ❡❧❧❛+ ❞❡ ♠❛♥❡'❛ B✉❡ ♣♦❞❛♠♦+ ❞✐+9✐♥❣✉✐'❧❛+ ❛ +✐♠♣❧❡ ✈✐+9❛✳ ❊♥ ♦9'♦
❝❛+♦✱ ❞❡❜❡♠♦+ ❝❛♠❜✐❛' ❡❧ 9✐♣♦ ❞❡ ♣❧D+9✐❝♦✳
❉✐+♣♦♥❣❛♠♦+ ❧♦+ ❝✉❜♦+ ❢♦'♠❛♥❞♦ ✉♥ ❝✉❛❞'❛❞♦✱ ❝♦♠♦ +❡ ♠✉❡+9'❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉'❛
✹✳✷✱ ❞♦♥❞❡ ❧♦+ ❝✉❛❞'❛❞✐9♦+ ♣✐♥9❛❞♦+ +✐❣♥✐✜❝❛♥ B✉❡ +♦♥ ❝✉❜✐9♦+ B✉❡ 9✐❡♥❡♥ +✉+
✈❡♥9❛♥❛+ ❝✉❜✐❡'9❛+ ❝♦♥ ❝❡❧♦❢D♥✳
❋✐❣✉'❛ ✹✳✷✿ ❋♦'♠❛♥❞♦ ✉♥ ❝✉❛❞'❛❞♦ ❝♦♥ ❧♦+ ❝✉❜♦+✳
❯+❛♥❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❢*+✐❝♦ B✉❡ ♦❜❡❞❡❝❡ ❧❛ ❧❡② ❞❡ ❇❡❡'✲▲❛♠❜❡'9✱ ❞❡ ❛❝✉❡'❞♦ ❝♦♥
❧❛ ❡❝✉❛❝✐K♥ ✭✷✳✶✮✱ 9❡♥❡♠♦+
∆I
I
= −f(x)∆x
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✶✳ ❚♦♠♦❣'❛❢*❛ +✐♠✉❧❛❞❛ ✻✻
1♦❞❡♠♦+ '❡❡+❝'✐❜✐'❧❛ ❝♦♠♦
✭✹✳✶✮ −If − Ii
If
= f(x)∆x
❉♦♥❞❡✿
✯ If : ❊+ ❧❛ ✐♥<❡♥+✐❞❛❞ ✜♥❛❧ ✭❛❧ ♠♦♠❡♥<♦ ❞❡ ❧❛ +❛❧✐❞❛✮✳
✯ Ii : ❊+ ❧❛ ✐♥<❡♥+✐❞❛❞ ✐♥✐❝✐❛❧ ✭❛❧ ♠♦♠❡♥<♦ ❞❡ ❧❛ ❡♥<'❛❞❛✮✳
✯ f(x) : ❊+ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥<❡ ❞❡ ❞❡♥+✐❞❛❞ ✭❧♦ >✉❡ ❡+<❛♠♦+ ♣♦' '❡❝♦♥+<'✉✐'✮✳
✯ ∆x : ❊+ ❧❛ ✐♥<❡'+❡❝❝✐@♥ ❞❡❧ '❛②♦ ❝♦♥ ❡❧ ❝✉❜♦ ✭❡♥ ❡+<❡ ❝❛+♦ +❡'B ✐❣✉❛❧ ❛ 1✮✳
❉❡♥♦<❡♠♦+ ♣♦' Cj ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥<❡ ❞❡ ❞❡♥+✐❞❛❞ ❞❡❧ j−C+✐♠♦ ❝✉❛❞'❛❞✐<♦✱ ❡♥<♦♥❝❡+
f(x) ♣✉❡❞❡ +❡' '❡❡+❝'✐<♦ ❝♦♠♦ ✉♥❛ +✉♠❛<♦'✐❛✱ ❛❞❡♠B+ ❡+<❛♠♦+ ❛+✉♠✐❡♥❞♦ >✉❡
Ii = 1✱ ❧✉❡❣♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐@♥ ✭✹✳✶✮✱ +❡ <'❛♥+❢♦'♠❛ ❡♥
I−1f − 1 =
3∑
j=1
Cj
❙✐ ❤❛❝❡♠♦+ ♣❛+❛' ❧❛ ❧✉③ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥<❡'♥❛ ❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥❛ ❞❡ ❧❛+ ❞✐'❡❝❝✐♦♥❡+ ✭❤♦'✐③♦♥✲
<❛❧❡+✱ ✈❡'<✐❝❛❧❡+ ② ❞✐❛❣♦♥❛❧❡+✮ ❝♦♠♦ +❡ ♠✉❡+<'❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉'❛ ✹✳✸✳
❋✐❣✉'❛ ✹✳✸✿ ❋♦'♠❛ ❡♥ >✉❡ ❧♦+ '❛②♦+ ❞❡ ❧✉③ ❛<'❛✈✐❡+❛♥ ❡❧ ❝✉❡'♣♦✳
❊♥<♦♥❝❡+ ❧✉❡❣♦ ♦❜<❡♥❡♠♦+ ❧❛+ +✐❣✉✐❡♥<❡+ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡+
C1 + C2 + C3 = I
−1
f1
− 1
C4 + C5 + C6 = I
−1
f2
− 1
C7 + C8 + C9 = I
−1
f3
− 1
C1 + C4 + C7 = I
−1
f4
− 1
C2 + C5 + C8 = I
−1
f5
− 1
C3 + C6 + C9 = I
−1
f6
− 1
C1 = I
−1
f7
− 1
C7 = I
−1
f8
− 1
C9 = I
−1
f9
− 1
✭✹✳✷✮
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✶✳ ❚♦♠♦❣'❛❢*❛ +✐♠✉❧❛❞❛ ✻✼
❖❜4❡♥✐❡♥❞♦ ❛+* ✉♥ ❝♦♥❥✉♥4♦ ❞❡ 9 ❡❝✉❛❝✐♦♥❡+ ❝♦♥ 9 ✐♥❝9❣♥✐4❛+✱ +✉♣♦♥❣❛♠♦+ <✉❡
♥✉♠❡'❛♠♦+ ❧♦+ ❝✉❜♦+ ❝♦♠♦ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉'❛ ✹✳✸ ② ❛+✐❣♥❛♠♦+ ❛❧ ❝✉❜♦ j−@+✐♠♦ ❡❧
✈❛❧♦' Cj = 0✱ +✐ ❡+4B ❤✉❡❝♦ ② Cj = 1✱ +✐ ❡+ +❡♠✐4'❛♥+♣❛'❡♥4❡✳ ▲✉❡❣♦✱ ♣❛'❛ ❡+4❛
♦'❞❡♥❛❝✐9♥ ✭❞❡ ❧♦+ ❝✉❜✐4♦+✮✱ ♦❜4❡♥❡♠♦+ ❧❛+ +✐❣✉✐❡♥4❡+ ✐♥4❡♥+✐❞❛❞❡+ ✜♥❛❧❡+
~I = (I1 , I2 , ... , I8 , I9) =
(
1
2
,
1
3
,
1
2
,
1
2
,
1
3
,
1
2
, 1 , 1 , 1
)
.
▲✉❡❣♦✱ '❡❡♠♣❧❛③❛♥❞♦ ❡+4❛+ ✐♥4❡♥+✐❞❛❞❡+ ❡♥ ❧❛+ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡+ ❞❡ ✭✹✳✷✮✱ ♦❜4❡♥❡♠♦+
C1 + C2 + C3 = 1
C4 + C5 + C6 = 2
C7 + C8 + C9 = 1
C1 + C4 + C7 = 1
C2 + C5 + C8 = 2
C3 + C6 + C9 = 1
C1 = 0
C7 = 0
C9 = 0
✭✹✳✸✮
I♦❞❡♠♦+ ✈❡'✐✜❝❛' <✉❡ ❡❧ +✐+4❡♠❛ ✭✹✳✸✮ ❡+ ✉♥ +✐+4❡♠❛ ✐♥❝♦♠♣❛4✐❜❧❡ ✐♥❞❡4❡'♠✐✲
♥❛❞♦✱ ②❛ <✉❡ +✐ ♣♦♥❡♠♦+ ❛❧ +✐+4❡♠❛ ♠❛4'✐❝✐❛❧♠❡♥4❡✱ ❡+4❡ 4✐❡♥❡ ❞❡4❡'♠✐♥❛♥4❡
0✳ ❊♥4♦♥❝❡+ ♣❛'❛ ❝♦♥+❡❣✉✐' ✉♥ +✐+4❡♠❛ ❞❡4❡'♠✐♥❛❞♦✱ ❛L❛❞✐♠♦+ ✉♥❛ ❡❝✉❛❝✐9♥
♠B+ <✉❡ ❡+ ❧❛ <✉❡ ♣❛+❛ ♣♦' ❧❛ ❡+<✉✐♥❛ ❞❡ C3✱ ❡♥4♦♥❝❡+ 4❡♥❞'*❛ ✉♥❛ ✐♥4❡♥+✐❞❛❞
I10 = 1✳
❊✈✐❞❡♥4❡♠❡♥4❡ +✐ ❡♥ ✈❡③ ❞❡ ♥✉❡✈❡ ❝❡❧❞✐❧❧❛+ 4✉✈✐@'❛♠♦+ ♠✐❧❡+✱ +❡'*❛ ♠✉② ❝♦+✲
4♦+♦ ❞❡ ❝♦♠♣'♦❜❛' +✐ ❡❧ +✐+4❡♠❛ ❡+ ❞❡4❡'♠✐♥❛❞♦✱ ② ❡♥ ❧❛ ♣'B❝4✐❝❛ +✐♠♣❧❡♠❡♥4❡
❛L❛❞✐'*❛♠♦+ ♠B+ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡+ ❞❡ ❧❛+ ♥❡❝❡+❛'✐❛+✱ ♣❡♥+❛♥❞♦ <✉❡ ❤❛❜'*❛ <✉❡ 4❡♥❡'
♠✉② ♠❛❧❛ +✉❡'4❡ ♣❛'❛ <✉❡ 4♦❞❛✈*❛ ❡❧ '❛♥❣♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛4'✐③ ♥♦ ❢✉❡'❛ ❡❧ ❛❞❡❝✉❛❞♦✳
❊❧ +✐+4❡♠❛ +❡ '❡+✉❡❧✈❡ ❞✐'❡❝4❛♠❡♥4❡ ❤❛❝✐❡♥❞♦ ❧♦+ ❝B❧❝✉❧♦+ '❡+♣❡❝4✐✈♦+✱ ② ❧❛ +♦❧✉✲
❝✐9♥ ❡+
~C = (C1, ... C9) = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0)✳ I❡'♦ ❝♦♠♦ <✉❡'❡♠♦+ ✐❧✉+4'❛'
❧❛ '❡❝♦♥+4'✉❝❝✐9♥ ❛❧❣❡❜'❛✐❝❛✱ ✉+❛'❡♠♦+ ❡❧ ❛❧❣♦'✐4♠♦ ❝♦''❡+♣♦♥❞✐❡♥4❡
✭✹✳✹✮ ~xn+1 = (L10 ◦ L9 ◦ ... ◦ L2 ◦ L1)(~xn)
♣❛'4✐❡♥❞♦ ❞❡ ~x = ~0✳ ❉♦♥❞❡ Li +♦♥ ❧❛+ ♣'♦②❡❝❝✐♦♥❡+ ❡♥ ❧♦+ ❤✐♣❡'♣❧❛♥♦+ <✉❡
❞❡✜♥❡♥ ❧❛+ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡+ ❞❡ ✭✹✳✸✮ ② ❧❛ ❛L❛❞✐❞❛ ❞❡+♣✉@+ ✭❞❡ ❤❡❝❤♦ ♣♦❞'*❛♠♦+
'❡❡♠♣❧❛③❛' ✉♥❛ ❞❡ ❧❛+ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡+ ♣♦' ❡❧❧❛✮✳ ❈♦♥ ✉♥❛ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦'❛ ② ✉♥ ♣♦❝♦
❞❡ ♣❛❝✐❡♥❝✐❛✱ +❡ ♣✉❡❞❡♥ ❤❛❝❡' ✉♥❛ ♦ ❞♦+ ✐4❡'❛❝✐♦♥❡+✳ ❯+❛♥❞♦ ♣'♦❣'❛♠❛ ✭❇✳✸✮
✶
+❡ ♣✉❡❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛' ❝♦♥ ♠✉❝❤❛ ♠B+ ❢❛❝✐❧✐❞❛❞ ❧❛+ ✐4❡'❛❝✐♦♥❡+ ❝♦♠♦ ♣♦' ❡❥❡♠♣❧♦✱
❛❧❣✉♥♦+ ❞❡ ❧♦+ ~xn ♦❜4❡♥✐❞♦+ ❞❡ ❡+4❛ ❢♦'♠❛ +♦♥
✶
❊!"❡ ♣%♦❣%❛♠❛ !❡ ✉!❛ ❝♦♥ If = (I1 , I2 , ... , I9 , I10) =
(
1
2 ,
1
3 ,
1
2 ,
1
2 ,
1
3 ,
1
2 , 1 , 1 , 1 , 1
)
.
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✶✳ ❚♦♠♦❣'❛❢*❛ +✐♠✉❧❛❞❛ ✻✽
~x5 = ( 0 , 0✳7225 , 0 , 0✳7225 , 0✳5549 , 0✳7225 , 0 , 0✳7225 , 0 )
~x10 = ( 0 , 0✳8460 , 0 , 0✳8460 , 0✳3079 , 0✳8460 , 0 , 0✳8460 , 0 )
~x15 = ( 0 , 0✳9146 , 0 , 0✳9146 , 0✳1709 , 0✳9146 , 0 , 0✳9146 , 0 )
~x25 = ( 0 , 0✳9737 , 0 , 0✳9737 , 0✳0526 , 0✳9737 , 0 , 0✳9737 , 0 )
~x50 = ( 0 , 0✳9986 , 0 , 0✳9986 , 0✳0028 , 0✳9986 , 0 , 0✳9986 , 0 )
◆34❡+❡ 6✉❡ ❧❛ ❛♣'♦①✐♠❛❝✐3♥ ❞❡ ~xn ❛ ❧❛ +♦❧✉❝✐3♥ ❤❛❝❡ ♣♦+✐❜❧❡ ❛❞✐✈✐♥❛' ❡♥+❡❣✉✐❞❛
❞3♥❞❡ ❡+4>♥ ❧♦+ ❝✉❜♦+ +❡♠✐4'❛♥+♣❛'❡♥4❡+ (Ci = 1) ② ❧♦+ ❤✉❡❝♦+ (Ci = 0)✳ ❊♥ ❡❧
❧*♠✐4❡ ~xn → ~C✳
❙✐ ❛❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥4❡ ♥♦+ ❛♣❡4❡❝❡ ♠♦+4'❛' ✉♥❛ ✈✐+4❛ ❞❡ ❧❛ ✉❜✐❝❛❝✐3♥ ❞❡ ❧♦+ ❝✉❜✐4♦+✱
❝♦♥ ❡❧ ♣'♦❣'❛♠❛ ✭❇✳✸✮✱ ♦❜4❡♥❡♠♦+ ❧❛ +✐❣✉✐❡♥4❡ ❣'>✜❝❛✱ +✐ ❜✐❡♥ ❡+ ❝✐❡'4♦ ❡+4❛
❣'>✜❝❛ ♥♦ ♥♦+ ❞❛ ♠>+ ✐♥❢♦'♠❛❝✐3♥✱ ♣❡'♦ +❡ ✈❡ ❜♦♥✐4❛✳
❋✐❣✉'❛ ✹✳✹✿ ●'❛✜❝❛✳
❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥4❡ ❤❛❝❡♠♦+ ♠>+ ❡①♣❡'✐♠❡♥4♦+✱ 4❡♥✐❡♥❞♦ ♣'❡+❡♥4❡ ❡❧ ♦'❞❡♥ ❞❡ ❧♦+
'❛②♦+ ❝♦♠♦ +❡ ♠✉❡+4'❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉'❛ ✹✳✺✳
❋✐❣✉'❛ ✹✳✺✿ ❖'❞❡♥ ❡♥ 6✉❡ +♦♥ 4♦♠❛❞♦+ ❧♦+ '❛②♦+✳
❙❡❣✉✐♠♦+ 4♦♠❛♥❞♦ ~x = ~0✱ ② ❝♦♥+✐❞❡'❛♠♦+ ❧❛+ ❞✐+4'✐❜✉❝✐♦♥❡+ ❞❡ ❧♦+ ❝✉❜✐4♦+✿
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✶✳ ❚♦♠♦❣'❛❢*❛ +✐♠✉❧❛❞❛ ✻✾
❋✐❣✉'❛ ✹✳✻✿ ❉✐+5'✐❜✉❝✐8♥ ❞❡ ❧♦+ ❝✉❜✐5♦+
❙✐ ✉+❛♠♦+ ❧❛ ❞✐+5'✐❜✉❝✐8♥ <✉❡ +❡ ♠✉❡+5'❛ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉'❛ ✹✳✻
❊♥5♦♥❝❡+ ❧❛+ ✐♥5❡♥+✐❞❛❞❡+ ✜♥❛❧❡+ +❡'?♥
If = ( 1/3, 1/2, 1/3, 1/3, 1/2, 1/3, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
❧✉❡❣♦ ✉+❛♥❞♦ ❡❧ ♣'♦❣'❛♠❛ ✭❇✳✸✮ ♦❜5❡♥❡♠♦+
~x50 = ( 1 , 0✳0263 , 1 , 0✳0263 , 0✳9474 , 0✳0263 , 1 , 0✳0263 , 1 )
❯+❛♥❞♦ ❡❧ ♣'♦❣'❛♠❛ ✭❇✳✹✮ ♦❜5❡♥❡♠♦+
❋✐❣✉'❛ ✹✳✼✿ ●'?✜❝❛✳
▲❡ ❞❛♠♦+ ♦5'❛ ❞✐+5'✐❜✉❝✐8♥ ❛ ❧♦+ ❝✉❜✐5♦+✱ ❝♦♠♦ ❧❛ <✉❡ +❡ ♠✉❡+5'❛ ❡♥ ❧❛
✜❣✉'❛ ✹✳✽✳
❋✐❣✉'❛ ✹✳✽✿ ❉✐+5'✐❜✉❝✐8♥ ❞❡ ❧♦+ ❝✉❜✐5♦+
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$ ✼✵
❊♥%♦♥❝❡$ ❧❛$ ✐♥%❡♥$✐❞❛❞❡$ ✜♥❛❧❡$ $❡&4♥
If = ( 1/3, 1, 1/3, 1/3, 1, 1/3, 1/2, 1/2, 1/2, 1/2 )
❧✉❡❣♦ ✉$❛♥❞♦ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ✭❇✳✸✮ ♦❜%❡♥❡♠♦$
~x25 = ( 1 , 0✳0132 , 1 , 0✳0132 ,−0✳0263 , 0✳0132 , 1 0✳0132 , 1 )
❯$❛♥❞♦ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ✭❇✳✹✮ ♦❜%❡♥❡♠♦$
❋✐❣✉&❛ ✹✳✾✿ ●&4✜❝❛✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$
❖❜❥❡$✐✈♦✿
❊①♣❧✐❝❛& ❧❛$ ♥♦❝✐♦♥❡$ ❞❡ ❧❛ ❢C&♠✉❧❛ ❞❡ &❡❝♦♥$%&✉❝❝✐C♥ ✉$❛♥❞♦ ♣&♦②❡❝❝✐♦♥❡$✳
▼❛$❡+✐❛❧❡-✿
✲ ❯♥❛ ❈❛❧❝✉❧❛❞♦&❛ ♣&♦❣&❛♠❛❜❧❡ ♦ ✉♥❛ ❝♦♠♣✉%❛❞♦&❛ ❝♦♥ ✉♥ ♣&♦❣&❛♠❛ ❞❡ ❝4❧✲
❝✉❧♦✳
✲ ❯♥ ♣&♦❣&❛♠❛ ♣❛&❛ ❞✐❜✉❥❛& ❣&4✜❝❛$✳
❊①♣❡+✐♠❡♥$♦
❈♦♠♦ ♥♦ ❝♦♥%❛♠♦$ ❝♦♥ ✉♥❛ ♠4H✉✐♥❛ ❞❡ &❛②♦$ ❳✱ ♣❛&❛ ❝♦♠♣&♦❜❛& $✐ ✈❡&❞❛❞❡✲
&❛♠❡♥%❡ ♣♦❞❡♠♦$ &❡❝✉♣❡&❛& ❧❛ ❢✉♥❝✐C♥ f ✉$❛♥❞♦ ❧❛ %&❛♥$❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❘❛❞♦♥✱ ♦
✉$❛♥❞♦ ❧❛$ ♣&♦②❡❝❝✐♦♥❡$ Pθf ✱ ✈❛♠♦$ ❛ ❝♦♥$✐❞❡&❛& $❡❝❝✐♦♥❡$ ♠✉② ♣❛&%✐❝✉❧❛&❡$✱
❝♦♥ $✐♠❡%&M❛ &❛❞✐❛❧✱ ❞❡ ❧❛$ H✉❡ ♥♦$♦%&♦$ ♠✐$♠♦$ ♣♦❞❡♠♦$ ❤❛❧❧❛& ❧❛ ♣&♦②❡❝❝✐C♥
✭❛❧❣✉♥♦$ ❛✉%♦&❡$ ❧♦ ❧❧❛♠❛♥ $♦♠❜&❛✮ ♠❛♥✉❛❧♠❡♥%❡✳ O❛&❛ ✜❥❛& ❡❧ ❝♦♥%❡①%♦ ❡♥
❡❧ H✉❡ %&❛❜❛❥❛♠♦$✱ ✐♠❛❣✐♥❡♠♦$ H✉❡ %❡♥❡♠♦$ ✉♥♦$ %✉❜♦$ ❝♦♥ $✐♠❡%&M❛ &❛❞✐❛❧
❛❝♦%❛❞♦$ ♣♦& S1(R) ② H✉❡&❡♠♦$ $❛❜❡&✱ $✐♥ &♦♠♣❡&❧♦$✱ ❝C♠♦ ❡$ $✉ ❡$%&✉❝%✉&❛
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$ ✼✶
✐♥%❡&♥❛❀ ❡$ ❞❡❝✐&✱ $✐ ❧♦$ %✉❜♦$ $♦♥ &❡❧❧❡♥♦$✱ $✐ %✐❡♥❡♥ ✉♥❛ ♣❛&%❡ ❤✉❡❝❛✱ ♦ $✐ %✐❡♥❡♥
✉♥ ❛❧♠❛ ✭③♦♥❛ ❝❡♥%&❛❧✮ ❞❡ ♠❛②♦& ❞❡♥$✐❞❛❞✳ ❈♦♥$✐❞❡&❡♠♦$ ❥✉$%❛♠❡♥%❡ %&❡$ %✉❜♦$
>✉❡ &❡$♣♦♥❞❛♥ ❛ ❡$%❛$ ❝❛&❛❝%❡&?$%✐❝❛$✿ ❯♥♦ &❡❧❧❡♥♦ ❞❡ &❛❞✐♦ 1 ② ❞❡♥$✐❞❛❞ 1✱ ♦%&♦
✐❣✉❛❧ >✉❡ ❡❧ ❛♥%❡&✐♦& ♣❡&♦ ❝♦♥ ❧❛ ③♦♥❛ ❝❡♥%&❛❧ 0 ≤ r ≤ 1/2 ❤✉❡❝❛✱ ② ✉♥ %❡&❝❡&♦
❝♦♥ ❡$%❛ ③♦♥❛ ❝❡♥%&❛❧ &❡❧❧❡♥❛ ❞❡ ✉♥ ♠❛%❡&✐❛❧ ❞❡ ❞❡♥$✐❞❛❞ 2✳ ❈♦♠♦ $❡ ♠✉❡$%&❛
❡♥ ❧❛ ✜❣✉&❛ ✹✳✶✵✳
❋✐❣✉&❛ ✹✳✶✵✿ ❚✐♣♦$ ❞❡ %✉❜♦$✳
▲♦$ %✉❜♦$ ♥♦$ ❢❛❝✐❧✐%❛♥ ❤❛❧❧❛& ❧❛$ ♣&♦②❡❝❝✐♦♥❡$ ♣✉❡$ %✐❡♥❡♥ $✐♠❡%&?❛ &❛❞✐❛❧✱ ❡♥✲
%♦♥❝❡$ ❧❛ ❢✉♥❝✐J♥ ♣&♦②❡❝❝✐J♥ ✭✏$♦♠❜&❛✑✮ S(t) = Pθ(t) ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡&M ❞❡❧ M♥❣✉❧♦
θ ② $❡ ♣✉❡❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛& ❢M❝✐❧♠❡♥%❡✳
▲✉❡❣♦✱ ❡$%♦ ❡$ ❧♦ >✉❡ ♣♦❞&?❛♠♦$ ❤❛❜❡& ❞❡❞✉❝✐❞♦ $✐ ❤✉❜✐N&❛♠♦$ ♣♦❞✐❞♦ ❤❛❝❡&
❡❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥%♦ ❝♦♥ &❛②♦$ ❳✿
Q❛&❛ ❡❧ %✉❜♦ &❡❧❧❡♥♦✳
Pθf(x) = S1(x) =
 2
√
1− x2 $✐ |x| ≤ 1
0 $✐ |x| > 1
Q❛&❛ ❡❧ %✉❜♦ ❝♦♥ ✐♥%❡&✐♦& ❤✉❡❝♦✳
S2(x) = S1(x)− 1
2
S1(2x)
Q❛&❛ ❡❧ %✉❜♦ ❝♦♥ ✐♥%❡&✐♦& ❝♦♥ ♣❛&%❡ ❝❡♥%&❛❧ &❡❧❧❡♥❛ ❞❡ ✉♥ ♠❛%❡&✐❛❧ ❝♦♥ ♠❛②♦&
❞❡♥$✐❞❛❞✳
S3(x) = S1(x) +
1
2
S1(2x)
❙✐ ✉$❛♠♦$ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ✭❇✳✺✮ ♦❜%❡♥❡♠♦$ ❧❛ ❣&M✜❝❛$ ❞❡ ❧❛$ ❢✉♥❝✐♦♥❡$ $♦♠❜&❛$
✭❱❡& ✜❣✉&❛ ✹✳✶✶✮✳
❊❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥%♦ ❝♦♥$✐$%❡ ❡♥ >✉❡ ❤❛❝✐❡♥❞♦ %&❛❜❛❥❛& ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❛❞♦&❛ ♦ ❡❧ ❝♦♠✲
♣✉%❛❞♦&✱ ♣♦❞&❡♠♦$ &❡❝✉♣❡&❛& ❧❛ ❡$%&✉❝%✉&❛ ❞❡❧ %✉❜♦ ❛ ♣❛&%✐& ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐J♥ Si✳
❊♥%♦♥❝❡$ ♣❛&❛ &❡$♦❧✈❡&❧♦✱ $❡❣W♥ ❧♦ ✈✐$%♦ ❡♥ ❧❛ $❡❝❝✐J♥ ✸✳✷✳✸✱ ♦❜%❡♥❡♠♦$ >✉❡
♥❡❝❡$✐%❛♠♦$ ❛♣&♦①✐♠❛& ❧❛$ $✐❣✉✐❡♥%❡$ ❢J&♠✉❧❛$✿
✭✹✳✺✮ f(x, y) =
∫ π
0
Qθ(x cos θ + y sen θ) dθ
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$ ✼✷
❋✐❣✉&❛ ✹✳✶✶✿ ●&6✜❝❛$ ❞❡ ❧❛$ ❢✉♥❝✐♦♥❡$ $♦♠❜&❛
❉♦♥❞❡
✭✹✳✻✮ Qθ(s) ≈ 1
h
∞∑
n=−∞
αn Pθf(s+ nh) , con α0 = 1
4
y αn =
(−1)n − 1
2n2π2
▲❛ ❡❝✉❛❝✐@♥ ✭✹✳✺✮ $❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣&♦①✐♠❛& ✉$❛♥❞♦ ❧❛ &❡❣❧❛ ❞❡❧ %&❛♣❡❝✐♦ ② &❡$✉❧%❛✿
❬❇✉❪
✭✹✳✼✮ f(x, y) ≈ h
∑
θj
Qθj(x cos θj + y sen θj)
❱❛♠♦$ ❛ %♦♠❛& ♣&♦②❡❝❝✐♦♥❡$ ❛ ❧♦ ❧❛&❣♦ ❞❡❧ ❡❥❡ X✱ ♣♦& ❧♦ %❛♥%♦ y = 0✱ ❧✉❡❣♦ ❧❛
❡❝✉❛❝✐@♥ ✭✹✳✼✮ $❡ ♣✉❡❞❡ ❡$❝&✐❜✐& ❝♦♠♦
f(x, 0) ≈ h
∑
θj
Qθj(x cos θj + 0 ∗ sen θj)
= h
∑
θj
Qθj(x cos θj)
K♦& ❧♦ %❛♥%♦
✭✹✳✽✮ f(x, 0) ≈ h
∑
θj
Qθj(x cos θj)
❉♦♥❞❡ ❧♦$ θj &❡❝♦&&❡♥ [0, π] ❞❡ h ❡♥ h✱ ❡$ ❞❡❝✐&✱ θ0 = 0✱ θ1 = h✱ θ2 = 2h✱ ✳✳✳
K♦& ♦%&♦ ❧❛❞♦ %❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥%❛ ❧❛$ $✐♠❡%&M❛$ αn = α−n ② ❞❡ Si(−u) = Si(u)✱
♣❛&❛ i = 1, 2, 3 $❡ %✐❡♥❡ N✉❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐@♥ ✭✹✳✻✮✱ $❡ %&❛♥$❢♦&♠❛ ❡♥
✭✹✳✾✮ Qθj(s) ≈
1
h
(
α0Pθjf(s) + 2
∞∑
n=1
αn Pθjf(s+ nh)
)
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$ ✼✸
❋✐♥❛❧♠❡♥%❡✱ ♣✉❡$%♦ 7✉❡ ❡♥ ♥✉❡$%&♦ ❝❛$♦ Pθjf = Si✱ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐8♥ ✭✹✳✾✮✱ &❡$✉❧%❛
✭✹✳✶✵✮ Qθj(s) ≈
1
h
(
Si(s)
4
+ 2
∞∑
n=1
αn Si(s+ nh)
)
❉❡ ♠❛♥❡&❛ ❝♦♥❝&❡%❛✱ ❧♦ 7✉❡ %❡♥❡♠♦$ 7✉❡ ❤❛❝❡& ❡$ ✜❥❛& ✉♥❛ ♣&❡❝✐$✐8♥ h ♣❡7✉❡B❛
✭❛✉♥7✉❡ $✐ ❧♦ ❡$ ❞❡♠❛$✐❛❞♦ ♣❡7✉❡B❛ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ❞❡♠♦&❛&D ❛❧❣✉♥♦$ ♠✐♥✉%♦$✮ ②
❤❛❝❡& ✉♥ ♣&♦❣&❛♠❛ $✐♠♣❧❡ 7✉❡ ♣❡&♠✐%❛ ❝❛❧❝✉❧❛& ♣❛&❛ ❝❛❞❛ ❝♦♦&❞❡♥❛❞❛ &❛❞✐❛❧
R✱ ❧❛$ $✐❣✉✐❡♥%❡$ ❡①♣&❡$✐♦♥❡$
✭✹✳✶✶✮ f(R, 0) ≈ h
∑
θj
Qθj(R cos θj)
✭✹✳✶✷✮ Qθj(s) ≈
1
h
(
Si(s)
4
+ 2
∞∑
n=1
αn Si(s+ nh)
)
▲❛ ❡①❛❝%✐%✉❞ 7✉❡ $❡ ❧♦❣&❛ ❛❧ ❛♣&♦①✐♠❛& ❧❛ ❞❡♥$✐❞❛❞ ❡♥ ‖~x‖ = R ♣♦& f(R, 0) ❡$
❝♦♠♦ $❡ ❡$♣❡&❛❜❛✳ H♦& ❡❥❡♠♣❧♦✱ %♦♠❛♥❞♦ ❤ ❂ ✵✳✵✵✶✱ $❡ ♦❜%✉✈✐❡&♦♥ ❧♦$ $✐❣✉✐❡♥%❡$
&❡$✉❧%❛❞♦$
✷
✿
 ❛"❛ ❡❧ %✉❜♦ ✶
❯$❛♥❞♦ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ✭❇✳✻✮ ♦❜%✉✈✐♠♦$
✸
✳
❘❛❞✐♦ ❱❛❧♦&❡$ ❱❛❧♦&❡$
✭❘✮ ❛♣&♦①✐♠❛❞♦$ ❡①❛❝%♦$
0 1✳0025 1
0✳1000 1✳0029 1
0✳2000 1✳0031 1
0✳3000 1✳0033 1
0✳4000 1✳0036 1
0✳5000 1✳0039 1
0✳6000 1✳0042 1
0✳7000 1✳0046 1
0✳8000 1✳0052 1
0✳9000 1✳0061 1
0✳9900 1✳0644 1
❈♦♠♦ ❡&❛ ❞❡ ❡$♣❡&❛&✱ ❧♦$ ❡&&♦&❡$ ♠❛②♦&❡$ $❡ ♣&♦❞✉❝❡♥ ❝❡&❝❛ ❞❡ ❧❛$ ❞✐$❝♦♥✲
%✐♥✉✐❞❛❞❡$ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✐❞❛❞✳ ❨ $✐ 7✉❡&❡♠♦$ &❛❞✐❛❧✐③❛& ❡$%❛$ ❣&D✜❝❛$ ♣♦❞❡♠♦$
♦❜%❡♥❡& $✉♣❡&✜❝✐❡$ ❡♥ R3✱ ✭✈❡& ✜❣✉&❛ ✹✳✶✷✮ 7✉❡ ❛❧ ✐❣✉❛❧ 7✉❡ ❡♥ ❡❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥%♦
❛♥%❡&✐♦& ♥♦ ♥♦$ ❞❛♥ ♠D$ ✐♥❢♦&♠❛❝✐8♥ 7✉❡ ❧❛ 7✉❡ ②❛ %❡♥❡♠♦$✱ ♣❡&♦ $❡ ✈❡ ❜♦♥✐%❛✳
✷
❙❡ ✉#$ ✉♥ ♣'♦❣'❛♠❛ ❡♥ ▼❛-❧❛❜ ❝♦♥ ♣'❡❝✐#✐$♥ #✐♠♣❧❡✳
✸
3❛'❛ ❡#-❡ '❡#✉❧-❛❞♦ ❡❧ ♣'♦❣'❛♠❛ ♥❡❝❡#✐-$ ✉♥ -✐❡♠♣♦ ❞❡ ✶✹✬ ✹✻✑ ❛♣'♦①✐♠❛❞❛♠❡♥-❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$ ✼✹
❋✐❣✉&❛ ✹✳✶✷✿ ❘❡❝♦♥$%&✉❝❝✐6♥ ❞❡❧ %✉❜♦ ✶✳
 ❛"❛ ❡❧ %✉❜♦ ✷
❯$❛♥❞♦ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ✭❇✳✼✮ ♦❜%✉✈✐♠♦$
✹
✳
❘❛❞✐♦ ❱❛❧♦&❡$ ❱❛❧♦&❡$
✭❘✮ ❛♣&♦①✐♠❛❞♦$ ❡①❛❝%♦$
0 0✳0003 0
0✳1000 −0✳0002 0
0✳2000 −0✳0004 0
0✳3000 −0✳0007 0
0✳4000 −0✳0012 0
0✳5000 0✳5237 1
0✳6000 1✳0039 1
0✳7000 1✳0040 1
0✳8000 1✳0008 1
0✳9000 1✳0238 1
0✳9900 1✳0759 1
❈♦♠♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛$♦ ❛♥%❡&✐♦&✱ ❧♦$ ❡&&♦&❡$ ♠❛②♦&❡$ $❡ ♣&♦❞✉❝❡♥ ❝❡&❝❛ ❞❡ ❧❛$ ❞✐$✲
❝♦♥%✐♥✉✐❞❛❞❡$ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✐❞❛❞✳ ❨ $✐ F✉❡&❡♠♦$ &❛❞✐❛❧✐③❛& ❡$%❛ ❣&H✜❝❛ ♣♦❞❡♠♦$
♦❜%❡♥❡& $✉♣❡&✜❝✐❡$ ❡♥ R3✱ ✭✈❡& ✜❣✉&❛ ✹✳✶✸✮ F✉❡ ❛❧ ✐❣✉❛❧ F✉❡ ❡♥ ❡❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥%♦
❛♥%❡&✐♦& ♥♦ ♥♦$ ❞❛♥ ♠H$ ✐♥❢♦&♠❛❝✐6♥ F✉❡ ❧❛ F✉❡ ②❛ %❡♥❡♠♦$✱ ♣❡&♦ $❡ ✈❡ ❜♦♥✐%❛✳
✹
 ❛"❛ ❡$%❡ "❡$✉❧%❛❞♦ ❡❧ ♣"♦❣"❛♠❛ ♥❡❝❡$✐%0 ✉♥ %✐❡♠♣♦ ❞❡ ✶✼✬ ❛♣"♦①✐♠❛❞❛♠❡♥%❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✷✳ ❊$%&✉❝%✉&❛ ✐♥%❡&♥❛ ❞❡ %✉❜♦$ ✼✺
❋✐❣✉&❛ ✹✳✶✸✿ ❘❡❝♦♥$%&✉❝❝✐8♥ ❞❡❧ %✉❜♦ ✷✳
 ❛"❛ ❡❧ %✉❜♦ ✸
❯$❛♥❞♦ ❡❧ ♣&♦❣&❛♠❛ ✭❇✳✽✮ ♦❜%✉✈✐♠♦$
✺
✳
❘❛❞✐♦ ❱❛❧♦&❡$ ❱❛❧♦&❡$
✭❘✮ ❛♣&♦①✐♠❛❞♦$ ❡①❛❝%♦$
0 2✳0047 2
0✳1000 2✳0059 2
0✳2000 2✳0066 2
0✳3000 2✳0073 2
0✳4000 2✳0084 2
0✳5000 1✳4840 1
0✳6000 1✳0045 1
0✳7000 1✳0052 1
0✳8000 1✳0095 1
0✳9000 0✳9884 1
0✳9900 1✳0530 1
❆❧ ✐❣✉❛❧ E✉❡ ❡♥ ❧♦$ ❝❛$♦$ ❛♥%❡&✐♦&❡$✱ ❧♦$ ❡&&♦&❡$ ♠❛②♦&❡$ $❡ ♣&♦❞✉❝❡♥ ❝❡&❝❛ ❞❡ ❧❛$
❞✐$❝♦♥%✐♥✉✐❞❛❞❡$ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥$✐❞❛❞✳ ❨ $✐ E✉❡&❡♠♦$ &❛❞✐❛❧✐③❛& ❡$%❛ ❣&J✜❝❛ ♣♦❞❡♠♦$
♦❜%❡♥❡& $✉♣❡&✜❝✐❡$ ❡♥ R3✱ ✭✈❡& ✜❣✉&❛ ✹✳✶✸✮ E✉❡ ❛❧ ✐❣✉❛❧ E✉❡ ❡♥ ❡❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥%♦
❛♥%❡&✐♦& ♥♦ ♥♦$ ❞❛♥ ♠J$ ✐♥❢♦&♠❛❝✐8♥ E✉❡ ❧❛ E✉❡ ②❛ %❡♥❡♠♦$✱ ♣❡&♦ $❡ ✈❡ ❜♦♥✐%❛✳
✺
 ❛"❛ ❡$%❡ "❡$✉❧%❛❞♦ ❡❧ ♣"♦❣"❛♠❛ ♥❡❝❡$✐%0 ✉♥ %✐❡♠♣♦ ❞❡ ✶✻✬ ✺✶✑ ❛♣"♦①✐♠❛❞❛♠❡♥%❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥❡) ② ❖❜)❡/✈❛❝✐♦♥❡) ✼✻
❋✐❣✉/❛ ✹✳✶✹✿ ❘❡❝♦♥)9/✉❝❝✐:♥ ❞❡❧ 9✉❜♦ ✸✳
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥❡) ② ❖❜)❡/✈❛❝✐♦♥❡)
❊) ♣♦)✐❜❧❡ /❡❝♦♥)9/✉✐/ ❧❛ ❡)9/✉❝9✉/❛ ✐♥9❡/♥❛ ❞❡ ❧♦) ♦❜❥❡9♦)✱ )✐♥ ♥❡❝❡)✐❞❛❞
❞❡ ❛❜/✐/❧♦)✳
❊①✐)9❡♥ ♦9/❛) ❢:/♠✉❧❛) ❞❡ /❡❝♦♥)9/✉❝❝✐:♥ y = Kx
❯♥❛ ✈❛/✐❛♥9❡ )❡/D❛ 9♦♠❛/ ♣/♦②❡❝❝✐♦♥❡) ❡♥ ♦9/❛ ❢♦/♠❛ ❝♦♠♦ ♣♦/ ❡❥❡♠♣❧♦
❡♥ ❢♦/♠❛ ❞❡ ❛❜❛♥✐❝♦ ✭✈❡/ ✜❣✉/❛ ✹✳✶✺✮✿
❋✐❣✉/❛ ✹✳✶✺✿ I/♦②❡❝❝✐:♥ ❡♥ ❢♦/♠❛ ❞❡ ❛❜❛♥✐❝♦✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆♣"♥❞✐❝❡ ❆
❘❡)✉❧,❛❞♦) ❇0)✐❝♦) ❞❡ ❆♥0❧✐)✐)
❋✉♥❝✐♦♥❛❧
❊♥ ❡#$❡ ❛♣'♥❞✐❝❡✱ ,❡❝♦❧❡❝$❛♠♦# ❛❧❣✉♥❛# ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡# ❜4#✐❝❛# ② ❛❧❣✉♥♦# $❡♦,❡♠❛#
❞❡ ❛♥4❧✐#✐# ❢✉♥❝✐♦♥❛❧✳ ❘❡❝♦♠❡♥❞❛♠♦# ❡❧ ❧✐❜,♦ ❬❑❪✱❬❘✉❪
❆✳✶✳ ❋✉♥❝✐♦♥❡* ② ❖♣❡.❛❞♦.❡* ❡♥ ❊*♣❛❝✐♦* ◆♦.✲
♠❛❞♦*
❊♥ ❡#$❛ ♣❛,$❡ ♠❡♥❝✐♦♥❛♠♦# ❛❧❣✉♥❛# ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡# ② $❡♦,❡♠❛# <✉❡ ✉#❛,❡♠♦#✳
❚❡♦#❡♠❛ ❆✳✶✳ ✭❚❡♦#❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐1♥ ❛❜✐❡#3❛✮
❙❡❛♥ X ,Y ❡$♣❛❝✐♦$ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ $❡❛ K : X → Y ✉♥ ♦♣❡.❛❞♦. ❧✐♥❡❛❧ ② ❛❝♦1❛❞♦
❞❡ X ❡♥ Y✳ ❊♥1♦♥❝❡$ K ❡$ ✉♥ ♦♣❡.❛❞♦. ❛❜✐❡.1♦✱ ✐✳❡✳✱ ❧❛$ ✐♠6❣❡♥❡$ K (U) ⊂ Y
$♦♥ ❝♦♥❥✉♥1♦$ ❛❜✐❡.1♦$ ❡♥ Y ♣❛.❛ 1♦❞♦ $✉❜❝♦♥❥✉♥1♦ U ⊂ X ❛❜✐❡.1♦ ❡♥ X
❊♥ ♣❛,$✐❝✉❧❛, #✐ K ❡# ✉♥ ✐#♦♠♦,✜#♠♦ ❞❡✜♥✐❞♦ ❞❡ X ❡♥ Y ✱ ❡♥$♦♥❝❡# ❡①✐#$❡ ❡❧
♦♣❡,❛❞♦, K−1: Y → X ✐♥✈❡,#❛ ❞❡❧ ♦♣❡,❛❞♦, K✳ ❊#$❡ ,❡#✉❧$❛❞♦ ❡# ❛❧❣✉♥❛# ✈❡❝❡#
❧❧❛♠❛❞♦ ❡❧ $❡♦,❡♠❛ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✲❙❝❤❛✉❞❡,✳
❉❡✜♥✐❝✐1♥ ❆✳✶✳ ✭❖♣❡#❛❞♦# ❈♦♥3#❛❝❝✐1♥✮
❯♥ ♦♣❡.❛❞♦. T : X → X ❡$ ❧❧❛♠❛❞♦ ❝♦♥#$❛❝❝✐'♥ ❡♥ X $✐ ❡①✐$1❡ ✉♥ ♥;♠❡.♦
.❡❛❧ ♣♦$✐1✐✈♦ C < 1 1❛❧ =✉❡ ♣❛.❛ 1♦❞♦ x, y ∈ X
✭❆✳✶✮ ‖T (x)− T (y)‖ ≤ C ‖x− y‖ , C < 1
●❡♦♠'$,✐❝❛♠❡♥$❡ ❡#$♦ <✉✐❡,❡ ❞❡❝✐, <✉❡ ❝✉❛❧<✉✐❡, ♣❛, ❞❡ ♣✉♥$♦# x ❡ y $✐❡♥❡♥
✐♠4❣❡♥❡# <✉❡ ❡#$4♥ ♠4# ❝❡,❝❛♥❛# <✉❡ ❡#$♦# x ❡ y❀ ♠4# ♣,❡❝✐#❛♠❡♥$❡✱ ❧❛ ,❛③J♥
<✉❡ ❡①✐#$❡ ❡♥$,❡ ‖T (x)− T (y)‖ / ‖x− y‖ ♥♦ ❡①❝❡❞❡♥ ❛ ✉♥❛ ❝♦♥#$❛♥$❡ C <✉❡ ❡#
❡#$,✐❝$❛♠❡♥$❡ ♠❡♥♦, <✉❡ ✶✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✼✼
❆✳✷✳ ❖♣❡&❛❞♦&❡* ❆❝♦,❛❞♦* ② ❖♣❡&❛❞♦&❡* ❈♦♠♣❛❝,♦* ✼✽
❚❡♦#❡♠❛ ❆✳✷✳ ✭❚❡♦#❡♠❛ ❞❡ ❈♦♥-#❛❝❝✐0♥ ♦ ❞❡❧ ♣✉♥-♦ ✜❥♦✮
❈♦♥#✐❞❡'❡♠♦# X ✉♥ ❡#♣❛❝✐♦ ♥♦'♠❛❞♦ ❝♦♠♣❧❡.♦✱ ❞♦♥❞❡ X 6= ∅ #✉♣♦♥❣❛♠♦#
.❛♠❜✐2♥ 3✉❡ T : X → X ❡# ✉♥❛ ❝♦♥.'❛❝❝✐4♥ ❡♥ X ✳ ❊♥.♦♥❝❡# T .✐❡♥❡ ♣'❡❝✐#❛✲
♠❡♥.❡ ✉♥ ♣✉♥.♦ ✜❥♦✳
❈♦#♦❧❛#✐♦ ❆✳✸✳ ✭❊##♦# ❡♥ ❧❛ ✐-❡#❛❝✐0♥✮
❈♦♥ ❧❛# ♠✐#♠❛# ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡# ❞❡❧ .❡♦'❡♠❛ ❆✳✷ ❝♦♥ ✉♥ x0 ∈ X ❛'❜✐.'❛'✐♦ ♣♦❞❡✲
♠♦# ❝♦♥#.'✉✐' ✉♥❛ #✉❝❡#✐4♥
✭❆✳✷✮ x0, x1 = T (x0), x2 = T (x1) = T
2(x0), ..., xn = T
n(x0), ...
❧❛ ❝✉❛❧ ❝♦♥✈❡'❣❡ ❛❧ =♥✐❝♦ ♣✉♥.♦ ✜❥♦ x ❞❡ T ✳ ▲♦# ❡''♦'❡# ❡#.✐♠❛❞♦# #♦♥
✭❆✳✸✮ ‖xm − x‖ ≤ C
m
1− C ‖x0 − x1‖
② ❧❛ ❡#.✐♠❛❝✐4♥ ♣♦#.❡'✐♦'
✭❆✳✹✮ ‖xm − x‖ ≤ C
1− C ‖xm−1 − xm‖
❚❡♦#❡♠❛ ❆✳✹✳ ✭▲❛ ❝♦♥-#❛❝❝✐0♥ ❡♥ ✉♥❛ ❜♦❧❛✮
❙❡❛ T ❡❧ ♠❛♣❡♦ ❞❡ ✉♥ ❡#♣❛❝✐♦ ♥♦'♠❛❞♦ X #♦❜'❡ #A ♠✐#♠♦✳ ❙✉♣♦♥❣❛♠♦# 3✉❡
T ❡# ✉♥❛ ❝♦♥.'❛❝❝✐4♥ ❡♥ ✉♥❛ ❜♦❧❛ ❝❡''❛❞❛ Y = {x : ‖x− x0‖ ≤ r}✱ ② 3✉❡ T
#❛.✐#❢❛❝❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭❆✳✶✮ ♣❛'❛ .♦❞♦ x, y ∈ Y ✳ ❆❞❡♠F#✱ ❛#✉♠✐♠♦# 3✉❡
✭❆✳✺✮ ‖x0 − T (x0)‖ < (1− C)r
❊♥.♦♥❝❡# ❧❛ #✉❝❡#✐4♥ ✐.❡'❛.✐✈❛ ❞❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐4♥ ✭❆✳✷✮ ❝♦♥✈❡'❣❡ ♣❛'❛ ✉♥
x ∈ Y ✳ ❊#.❡ x ❡# ❧❧❛♠❛❞♦ ✉♥ ♣✉♥.♦ ✜❥♦ ❞❡ T ② ❡#.❡ ❡# ❡❧ =♥✐❝♦ ♣✉♥.♦ ✜❥♦ ❞❡ T
❡♥ Y ✳
▲❡♠❛ ❆✳✺✳ ✭❈♦♥-✐♥✉✐❞❛❞✮
❯♥❛ ❝♦♥.'❛❝❝✐4♥ T ❡♥ ✉♥ ❡#♣❛❝✐♦ ♥♦'♠❛❞♦ ❡# ✉♥ ♦♣❡'❛❞♦' ❝♦♥.✐♥✉♦✳
❆✳✷✳ ❖♣❡&❛❞♦&❡* ❆❝♦,❛❞♦* ② ❖♣❡&❛❞♦&❡* ❈♦♠✲
♣❛❝,♦*
❊♥ ❡*,❛ *❡❝❝✐:♥ X ,Y &❡♣&❡*❡♥,❛&;♥ ❞♦* ❡*♣❛❝✐♦* ♥♦&♠❛❞♦* ② K : X → Y ❡*
✉♥ ♦♣❡&❛❞♦& ❧✐♥❡❛❧✳
❉❡✜♥✐❝✐0♥ ❆✳✷✳ ✭❖♣❡#❛❞♦# ❆❝♦-❛❞♦✮
❊❧ ♦♣❡'❛❞♦' ❧✐♥❡❛❧ K ❡# ❧❧❛♠❛❞♦ ✉♥ ♦♣❡&❛❞♦& ❛❝♦,❛❞♦ #✐ ❡①✐#.❡ C > 0❀ .❛❧ 3✉❡
‖Kx‖ ≤ C ‖x‖ ♣❛'❛ .♦❞♦ x ∈ X
▲❛ ♠❡♥♦' ❞❡ .♦❞❛# ❡#.❛# ❝♦♥#.❛♥.❡# ❡# ❧❧❛♠❛❞❛ ❧❛ ♥♦'♠❛ ❞❡ K✱ ✐✳❡✳✱
✭❆✳✻✮ ‖K‖ := sup
x 6=0
‖Kx‖
‖x‖
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✷✳ ❖♣❡&❛❞♦&❡* ❆❝♦,❛❞♦* ② ❖♣❡&❛❞♦&❡* ❈♦♠♣❛❝,♦* ✼✾
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✸✳
▲❛" "✐❣✉✐❡♥(❡" ❛"❡)❝✐♦♥❡" "♦♥ ❡,✉✐✈❛❧❡♥(❡"✿
✶✳ K ❡"(2 ❛❝♦(❛❞♦✳
✷✳ K ❡" ❝♦♥(✐♥✉♦ ❡♥ x = 0✱ ✐✳❡✳✱ xj → 0 ✐♠♣❧✐❝❛ ,✉❡ Kxj → 0✳
✸✳ K ❡" ❝♦♥(✐♥✉♦ ♣❛)❛ (♦❞♦ x ∈ X
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✹✳ ✭❖♣❡.❛❞♦. ❈♦♠♣❛❝4♦✮
❯♥ ♦♣❡)❛❞♦) K : X → Y ❡" ❝♦♠♣❛❝%♦ "✐ ❧❛ ❝❧❛✉"✉)❛ ❞❡ K (B) ❡" ✉♥ "✉❜❝♦♥✲
❥✉♥(♦ ❝♦♠♣❛❝(♦ ❞❡ Y✱ ♣❛)❛ (♦❞♦ "✉❜❝♦♥❥✉♥(♦ ❛❝♦(❛❞♦ B ❞❡ X ✳
❯♥❛ ❞❡✜♥✐❝✐6♥ ❡7✉✐✈❛❧❡♥,❡ ✈✐❡♥❡ ❞❛❞♦ ❡♥ ❡❧ *✐❣✉✐❡♥,❡ ,❡♦&❡♠❛
❚❡♦.❡♠❛ ❆✳✻✳
K ❡" ❝♦♠♣❛❝%♦ "✐ ② "♦❧♦ "✐ ♣❛)❛ ❝❛❞❛ "✉❝❡"✐>♥ ❛❝♦(❛❞❛ (xn) ❡♥ X (✐❡♥❡ ✉♥❛
"✉❜"✉❝❡"✐>♥ (xnk) (❛❧ ,✉❡ (Kxnk) ❝♦♥✈❡)❣❡ ❡♥ Y✳
◆♦4❛✳
❖❜*❡&✈❛& 7✉❡ ♥♦ ♣❡❞✐♠♦* 7✉❡ ❡❧ &❛♥❣♦ ❞❡ K *❡❛ ❝❡&&❛❞♦✱ ♣♦& ❧♦ ❝✉❛❧ K(B) ♥♦
♥❡❝❡*✐,❛ *❡& ❝♦♠♣❛❝,♦ ❛>♥ *✐ B ❡* ✉♥ ❝♦♥❥✉♥,♦ ❝❡&&❛❞♦ ② ❛❝♦,❛❞♦✳ ❊♥ ❛♥A❧✐*✐*✱
✉♥♦ ❞❡ ❧♦* ❡*♣❛❝✐♦* ♠B,&✐❝♦* ♠A* ✐♠♣♦&,❛♥,❡* ❡* ❡❧ ❝♦♥❥✉♥,♦ ❞❡ ❧❛* ❢✉♥❝✐♦♥❡*
❝♦♥,✐♥✉❛* C[a,b]✱ ♣❛&❛ ❧♦* *✉❜❝♦♥❥✉♥,♦* ❞❡ ❡*,❡ ❡*♣❛❝✐♦✱ ✉♥ ❝&✐,❡&✐♦ ✐♠♣♦&,❛♥,❡
② ❢&❡❝✉❡♥,❡♠❡♥,❡ ❡♠♣❧❡❛❞♦ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐❞❛❞ .❡❧❛4✐✈❛ ❧♦ ♦❢&❡❝❡ ❡❧ ❛*D ❧❧❛♠❛❞♦
❚❡♦.❡♠❛ ❞❡ ❆;❝♦❧✐✳ E❛&❛ ♣♦❞❡& ❡♥✉♥❝✐❛&❧♦ ♥❡❝❡*✐,❛♠♦* ❞❛& ❧❛* *✐❣✉✐❡♥,❡*
❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡*✳
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✺✳ ❯♥❛ ❢❛♠✐❧✐❛ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡" Φ = ϕ✱ ❞❡✜♥✐❞❛" "♦❜)❡ ✉♥ ✐♥(❡)✈❛❧♦
I✱ "❡ ❧❧❛♠❛ ❡'✉✐❝♦♥%✐♥✉❛✱ ❝✉❛♥❞♦ ♣❛)❛ ❝❛❞❛ ǫ❃✵✱ ❤❛② ✉♥ δ > 0 (❛❧ ,✉❡
|ϕ(x1)− ϕ(x2)| < ǫ,
♣❛)❛ (♦❞❛" ❧❛" ❢✉♥❝✐♦♥❡" ϕ ∈ Φ ② ∀x1, x2 ∈ I✱ (❛❧ ,✉❡ |x1 − x2| < δ✳
❚❡♦.❡♠❛ ❆✳✼✳ ✭❚❡♦.❡♠❛ ❞❡ ❆;❝♦❧✐✮
❯♥❛ "✉❝❡"✐>♥ ❡,✉✐❝♦♥(✐♥✉❛ ❛❝♦(❛❞❛ (xn) ❡♥ C[a, b] ♣♦"❡❡ ✉♥❛ "✉❜"✉❝❡"✐>♥ ❝♦♥✲
✈❡)❣❡♥(❡ (❡♥ ❧❛ ♥♦)♠❛ ❞❡ C[a, b])✳
❚❡♦.❡♠❛ ❆✳✽✳
❙❡ ❝✉♠♣❧❡♥ ❧❛" "✐❣✉✐❡♥(❡" ❛"❡)❝✐♦♥❡"✿
❯♥ ♦♣❡)❛❞♦) ❝♦♠♣❛❝(♦ ❡" ❛❝♦(❛❞♦✳
▲❛ ❝♦♠♣♦"✐❝✐>♥ ❞❡ ✉♥ ♦♣❡)❛❞♦) ❝♦♠♣❛❝(♦ ② ✉♥ ♦♣❡)❛❞♦) ❛❝♦(❛❞♦✱ ❡♥
❝✉❛❧,✉✐❡) ♦)❞❡♥✱ ❡" ❝♦♠♣❛❝(♦✳
❊❧ ❧F♠✐(❡ ✉♥✐❢♦)♠❡ ❞❡ ✉♥❛ "✉❝❡"✐>♥ ❞❡ ♦♣❡)❛❞♦)❡" ❝♦♠♣❛❝(♦" ❡" ❝♦♠♣❛❝(♦✳
❯♥ ♦♣❡)❛❞♦) ❛❝♦(❛❞♦ ❝♦♥ ✉♥ )❛♥❣♦ ❞❡ ❞✐♠❡♥"✐>♥ ✜♥✐(❛ ❡" ❝♦♠♣❛❝(♦✳
❚❡♦.❡♠❛ ❆✳✾✳ ✭▲❛ ❝♦♠♣❛❝✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❡;❢❡.❛✮
▲❛ ❡"❢❡)❛ ✉♥✐(❛)✐❛ ❞❡ ✉♥ ❡"♣❛❝✐♦ ♥♦)♠❛❞♦ X ❡+ ❝♦♠♣❛❝%❛ "✐ ② "♦❧♦ "✐
dim (X ) <∞
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✵
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡-
❱❛♠♦' ❛ -❡❝♦❧❡❝4❛- ❛❧❣✉♥♦' ❤❡❝❤♦' ❡❧❡♠❡♥4❛❧❡' ❞❡ ❧❛ 4-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡-✳
❙❡❛ C∞0 (R
n) ❡❧ ❝♦♥❥✉♥4♦ ❞❡ ❧❛' ❢✉♥❝✐♦♥❡' ✐♥✜♥✐4❛♠❡♥4❡ ❞✐❢❡-❡♥❝✐❛❜❧❡' ❡♥ Rn
<✉❡ 4✐❡♥❡ '♦♣♦-4❡ ❝♦♠♣❛❝4♦✱ ❡'4♦ ❡'
C∞0 (R
n) = { f ∈ C∞(Rn) : ❡①✐'4❡ C > 0✱ 4❛❧ <✉❡ f(x) = 0, '✐ |x| > C }
❆✳✸✳✶✳ ❊❧ ❊&♣❛❝✐♦ ❞❡ ❙❝❤✇❛12③
@-✐♠❡-♦ ❞❛-❡♠♦' ✉♥❛ ❞❡✜♥✐❝✐A♥ ♣❛-❛ ❧♦' -❡❛❧❡' R✳ ❊❧ ❡'♣❛❝✐♦ ❞❡ ❙❝❤✇❛-4③ S
❡' ❡❧ ❝♦♥❥✉♥4♦ ❞❡ ❧❛' ❢✉♥❝✐♦♥❡' ❝♦♥ ❞❡-✐✈❛❞❛' ❞❡ 4♦❞♦ ♦-❞❡♥ ❝♦♥4F♥✉❛' ② ❞❡
❞❡❝-❡❝✐♠✐❡♥4♦ -$♣✐❞♦ ✭❡' ❞❡❝✐-✱ <✉❡ '❡ ❛♥✉❧❛♥ ❡♥ ❡❧ ✐♥✜♥✐4♦ ♠$' -$♣✐❞♦ <✉❡
❝✉❛❧<✉✐❡- ♣♦4❡♥❝✐❛ ❞❡ x−1✮✱
✭❆✳✼✮ ϕ(x) ∈ S ⇒

ϕ(x) ∈ C∞(R),∣∣xkϕ(q)(x)∣∣ ≤ Kk,q |ϕ| ∀k, q
◆A4❡'❡ <✉❡✱ ∀ϕ ∈ S✱ -❡'✉❧4❛ ❞❡ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐A♥ ✭❆✳✼✮ <✉❡ xϕ(x) ∈ S ② ϕ′(x) ∈ S✳
❊♥4♦♥❝❡'✱ ∀k, q, xkϕ(q) ∈ S. ❆❞❡♠$' ♣♦❞❡♠♦' ❝♦♥❝❧✉✐- <✉❡✱ C∞0 (R) ⊂ S✳
@❛-❛ ❡❧ ❝❛'♦ ♥✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ S ❡' ❡❧ ❡'♣❛❝✐♦ ❞❡ 4♦❞❛' ❧❛' ❢✉♥❝✐♦♥❡' f ∈ C∞(Rn)
♣❛-❛ ❧♦' ❝✉❛❧❡' '❡ ❝✉♠♣❧❡
✭❆✳✽✮ |f |k,q = sup
x∈Rn
∣∣xkDqf(x)∣∣
❡' ✜♥✐4♦ ♣❛-❛ 4♦❞♦' ❧♦' ♠✉❧4✐✲F♥❞✐❝❡' k, l ∈ Zn+✳ ❊' ❞❡❝✐- <✉❡ S(Rn) ❡' ❡❧ ❝♦♥✲
❥✉♥4♦ ❞❡ 4♦❞❛' ❧❛' ❢✉♥❝✐♦♥❡' ✐♥✜♥✐4❛♠❡♥4❡ ❞✐❢❡-❡♥❝✐❛❜❧❡' ❡♥ Rn <✉❡ '❛4✐'❢❛❝❡♥
|x|k ∣∣Dq1x1Dq2x2 ... Dqnxn∣∣ < Ck,q1,q2, ..., qn ∈ N
❞♦♥❞❡ |x|k = (x21 + ...,+ x2n)
1
2
❆✳✸✳✷✳ ❙❡1✐❡& ❞❡ ❋♦✉1✐❡1
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✻✳ ✭▲❛ ❙❡.✐❡ ❞❡ ❋♦✉.✐❡.✮
❙❡❛ f(x) ✉♥❛ ❢✉♥❝✐(♥ ❛)❜✐+)❛)✐❛ ❡♥ (−l, l)✳ ▲❛ .❡)✐❡ +)✐❣♦♥♦♠2+)✐❝❛ ✐♥✜♥✐+❛
✭❆✳✾✮
1
2
a0 +
∞∑
n=1
(
an cos
(nπx
l
)
+ bn sen
(nπx
l
))
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✶
 ❡❝✐❜❡ ❡❧ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ *❡ ✐❡ ❞❡ ❋♦✉ ✐❡ ♣❛ ❛ f(x)✱ ② ❧♦* ❝♦❡✜❝✐❡♥2❡* a0✱ an ② bn *❡
❞❡2❡ ♠✐♥❛♥ ❛ 2 ❛✈4* ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐6♥ f(x) ♠❡❞✐❛♥2❡ ❧❛* ❢6 ♠✉❧❛*✿
an =
1
l
∫ l
−l
f(x) cos
(nπx
l
)
dx bn =
1
l
∫ l
−l
f(x) sen
(nπx
l
)
dx
❊♥ ❡*2❡ ❝❛*♦✱ ❧♦* ❝♦❡✜❝✐❡♥2❡* *❡ ❝♦♥♦❝❡♥ ❝♦♠♦ ❝♦❡✜❝✐❡♥2❡* ❞❡ ❋♦✉ ✐❡ ♣❛ ❛
f(x)✳
◆♦"❛ ✶✿
❊♥ ❧❛ ♣-$❝4✐❝❛✳ ❡❧ ❝♦❡✜❝✐❡♥4❡ a0 ❞❡❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛-'❡ ❞❡ ♠❛♥❡-❛ '❡♣❛-❛❞❛ ❞❡❧ -❡'4♦
❞❡ ❧♦' ❝♦❡✜❝✐❡♥4❡' an✱ ❡' ❞❡❝✐-✿
a0 =
1
l
∫ l
−l
f(x) dx
◆♦"❛ ✷✿
❊♥ ❡❧ ❝$❧❝✉❧♦ ❞❡ ❧♦' ❝♦❡✜❝✐❡♥4❡' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❛♣❛-❡❝❡♥ ❧❛' '✐❣✉✐❡♥4❡' ❡①♣-❡'✐♦♥❡'✿
cos(nπ) = (−1)n , sen(nπ) = 0
❆ ❝❛❞❛ ❢✉♥❝✐=♥ f(x) ✐♥4❡❣-❛❜❧❡ ❡♥ ❡❧ ✐♥4❡-✈❛❧♦ [−l, l] '❡ ❧❡ ♣✉❡❞❡ ♣♦♥❡- ❡♥
❝♦--❡'♣♦♥❞❡♥❝✐❛ '✉ '❡-✐❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡-
f(x) ≈ 1
2
a0 +
∞∑
n=1
(
an cos
(nπx
l
)
+ bn sen
(nπx
l
))
❙✐♥ ❡♠❜❛-❣♦✱ ❡♥ ❣❡♥❡-❛❧✱ ❡'4❛ ❝♦--❡'♣♦♥❞❡♥❝✐❛ ♥♦ ❝♦--❡'♣♦♥❞❡ ❝♦♥ ❛ ✐❣✉❛❧❞❛❞✳
@❛-❛ A✉❡ ❛'B '❡❛✱ ❧❛ '❡-✐❡ 4✐❡♥❡ A✉❡ ❝♦♥✈❡-❣❡- ❤❛❝✐❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐=♥✳
❊❧ '✐❣✉✐❡♥4❡ 4❡♦-❡♠❛ ❞❛ ❧❛' ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡' '✉✜❝✐❡♥4❡' ♣❛-❛ ❡❧ ❞❡'❛--♦❧❧♦ ❞❡ ✉♥❛
❢✉♥❝✐=♥ ❡♥ '❡-✐❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡-✳
❚❡♦)❡♠❛ ❆✳✶✵✳ ✭❚❡♦)❡♠❛ ❞❡ ❉✐)✐❝❤❧❡"✮
❙✐ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐6♥ ♣❡ ✐6❞✐❝❛ f(x) ❞❡ ♣❡ ✐♦❞♦ 2l ❡* ♠♦♥62♦♥❛ ❛ 2 ♦③♦* ② ❛❝♦2❛❞❛ ❡♥
❡❧ ✐♥2❡ ✈❛❧♦ [−l, l]✱ ❡♥2♦♥❝❡* *✉ *❡ ✐❡ ❞❡ ❋♦✉ ✐❡ ❝♦♥✈❡ ❣❡ ❡♥ ❝❛❞❛ ♣✉♥2♦ x ❞❡
❡*2❡ ✐♥2❡ ✈❛❧♦✳ ❆❞❡♠>* ♣❛ ❛ ❧❛ *✉♠❛
S(x) =
1
2
a0 +
∞∑
n=1
(
an cos
(nπx
l
)
+ bn sen
(nπx
l
))
❞❡ ❡*2❛ *❡ ✐❡ *❡ ❝✉♠♣❧❡♥ ❧❛* ✐❣✉❛❧❞❛❞❡*✿
✶✳ S(x) = f(x) *✐ x ❡* ✉♥ ♣✉♥2♦ ❞❡ ❝♦♥2✐♥✉✐❞❛❞ ❞❡ f(x)✳
✷✳ S(x) = f(x+0)+f(x−0)
2
*✐ x ❡♥ ✉♥ ♣✉♥2♦ ❞❡ ❞✐*❝♦♥2✐♥✉✐❞❛❞ ❞❡ f(x)✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✷
❙❡❣✉✐❞❛♠❡♥4❡ ✈❛♠♦' ❛ ✈❡- ❡❧ ❞❡'❛--♦❧❧♦ ❞❡ ❧❛' ❢✉♥❝✐♦♥❡' ♣❛-❡' ❡ ✐♠♣❛-❡' ❡♥
'❡-✐❡' ❞❡ ❋♦✉-✐❡-✳
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✼✳ ✭❋✉♥❝✐&♥ ♣❛/ ② ❋✉♥❝✐&♥ ✐♠♣❛/✮
✶✳ ❯♥❛ ❢✉♥❝✐)♥ f(x) ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ✐♥.❡/✈❛❧♦ [−l, l] 2❡ ❧❧❛♠❛ ♣❛/ 2✐
f(−x) = f(x) ♣❛/❛ .♦❞♦2 ❧♦2 x ∈ [−l, l]
▲❛ ❣/7✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐)♥ ♣❛/ ❡2 2✐♠8./✐❝❛ /❡2♣❡❝.♦ ❛❧ ❡❥❡ ❞❡ ♦/❞❡♥❛❞❛2✳
✷✳ ❯♥❛ ❢✉♥❝✐)♥ f(x) ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥ ❡❧ ✐♥.❡/✈❛❧♦ [−l, l] 2❡ ❧❧❛♠❛ ✐♠♣❛/ 2✐
f(−x) = −f(x) ♣❛/❛ .♦❞♦2 ❧♦2 x ∈ [−l, l]
▲❛ ❣/7✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐)♥ ♣❛/ ❡2 2✐♠8./✐❝❛ /❡2♣❡❝.♦ ❛❧ ❡❥❡ ❞❡ ♦/❞❡♥❛❞❛2✳
❚❡♦/❡♠❛ ❆✳✶✶✳
▲♦2 ❝♦❡✜❝✐❡♥.❡2 ❞❡ ❋♦✉/✐❡/ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐)♥ ♣❛/ f(x) 2❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜.❡♥❡/✱ ❞❡
♠❛♥❡/❛ 2✐♠♣❧✐✜❝❛❞❛✱ ♠❡❞✐❛♥.❡ ❧❛2 2✐❣✉✐❡♥.❡2 ❢)/♠✉❧❛2✿
an =
2
l
∫ l
0
f(x) cos
(nπx
l
)
dx
bn = 0
9♦- ❝♦♥'✐❣✉✐❡♥4❡✱ ❧❛ '❡-✐❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐;♥ ♣❛- ❝♦♥4✐❡♥❡ '♦❧♦ ❧♦'
❝♦'❡♥♦'✱ ❡' ❞❡❝✐-✱ 4✐❡♥❡ ❧❛ ❢♦-♠❛✿
f(x) =
1
2
a0 +
∞∑
n=1
an cos
(nπx
l
)
❚❡♦/❡♠❛ ❆✳✶✷✳
▲♦2 ❝♦❡✜❝✐❡♥.❡2 ❞❡ ❋♦✉/✐❡/ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐)♥ ✐♠♣❛/ f(x) 2❡ ♣✉❡❞❡♥ ♦❜.❡♥❡/✱ ❞❡
♠❛♥❡/❛ 2✐♠♣❧✐✜❝❛❞❛✱ ♠❡❞✐❛♥.❡ ❧❛2 2✐❣✉✐❡♥.❡2 ❢)/♠✉❧❛2✿
an = 0
bn =
2
l
∫ l
0
f(x) sen
(nπx
l
)
dx
9♦- ❝♦♥'✐❣✉✐❡♥4❡✱ ❧❛ '❡-✐❡ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐;♥ ✐♠♣❛- ❝♦♥4✐❡♥❡ '♦❧♦ ❧♦'
❝♦'❡♥♦'✱ ❡' ❞❡❝✐-✱ 4✐❡♥❡ ❧❛ ❢♦-♠❛✿
f(x) =
1
2
a0 +
∞∑
n=1
bn sen
(nπx
l
)
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✸
❆✳✸✳✸✳ ▲❛ ❚&❛♥(❢♦&♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉&✐❡&
▲❛ ❚#❛♥%❢♦#♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❡♥ R
❙❡❛ f ✉♥❛ ❢✉♥❝✐3♥ ✐♥4❡❣-❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐❞❛ ❡♥ R✳ ❙✉ "#❛♥&❢♦#♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# '❡-$
❧❛ ❢✉♥❝✐3♥ ❞❡✜♥✐❞❛ 4❛♠❜✐9♥ ❡♥ R✱ ;✉❡ ❧❛ -❡♣-❡'❡♥4❛-❡♠♦' ❝♦♠♦ Ff ♦ f̂ ✱ ❞❛❞❛
♣♦-
✭❆✳✶✵✮ Ff(ξ) = f̂(ξ) =
∫ ∞
−∞
f(x) e−2πi x ξ dx.
▲❛ ❞❡✜♥✐❝✐3♥ ✈❛-C❛ '❡❣D♥ ❧♦' ❣✉'4♦' ❡♥ ❧❛ ❛♣❛-✐❝✐3♥ ❞❡ ❝✐❡-4❛' ❝♦♥'4❛♥4❡'✿ ❡❧
❡①♣♦♥❡♥4❡ ♣✉❡❞❡ '❡- −ixξ❀ ❡♥ ❡'4❡ ❝❛'♦✱ ❧❛ ❢3-♠✉❧❛ ❞❡ ✐♥✈❡-'✐3♥ ❡❝✉❛❝✐3♥ ✭❆✳✶✶✮
❧❧❡✈❛ ✉♥ ❢❛❝4♦- 1/2π ♠✉❧4✐♣❧✐❝❛♥❞♦ ❛ ❧❛ ✐♥4❡❣-❛❧❀ ♣❛-❛ -❡❝✉♣❡-❛- ❧❛ '✐♠❡4-C❛ ❛
✈❡❝❡' '❡ ♣♦♥❡ ✉♥ ❢❛❝4♦- 1/
√
2π ❡♥ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐3♥ ❞❡ ❧❛ 4-❛♥'❢♦-♠❛❞❛✳ ❆❞❡♠$'✱ ❡❧
❡①♣♦♥❡♥4❡ ❝❛'✐ '✐❡♠♣-❡ ❧❧❡✈❛ '✐❣♥♦ −✱ ♣❡-♦ ❛❧❣✉♥♦' ❛✉4♦-❡' ✉'❛♥ '✐❣♥♦ + ✭❡♥
❡'4❡ ❝❛'♦✱ ❡❧ − ❛♣❛-❡❝❡ ❡♥ ❧❛ ❢3-♠✉❧❛ ❞❡ ✐♥✈❡-'✐3♥✮✳
■❣✉❛❧ ;✉❡ ❧❛' '❡-✐❡' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❡♥ ❡❧ ❝❛'♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡' ♣❡-✐3❞✐❝❛'✱ ❧❛ 4-❛♥'❢♦-✲
♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- -❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ❞❡'❝♦♠♣♦'✐❝✐3♥ ♦ ❛♥.❧✐&✐& ❞❡ f ❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥4❡'❀
❛❤♦-❛ ❡♥ ❧✉❣❛- ❞❡ ♣-❡'❡♥4❛- '♦❧♦ ❢-❡❝✉❡♥❝✐❛' ❞✐'❝-❡4❛' ❢♦-♠❛♥❞♦ ✉♥❛ '✉❝❡'✐3♥✱
❛♣❛-❡❝❡ ✉♥ -❛♥❣♦ ❝♦♥4✐♥✉♦ ❞❡ ❢-❡❝✉❡♥❝✐❛' ✭4♦❞♦ R✮✳ ❆ ❝❛❞❛ ❢-❡❝✉❡♥❝✐❛ ξ ❧❡
❝♦--❡'♣♦♥❞❡ ✉♥ ❝♦❡✜❝✐❡♥4❡ f̂(ξ)✱ ;✉❡ '❡-$✱ ❡♥ ❣❡♥❡-❛❧✱ ✉♥ ♥D♠❡-♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦❀ '✉
♠3❞✉❧♦ ❡' ❧❛ ❛♠♣❧✐"✉❞ ② '✉ ❛-❣✉♠❡♥4♦ ❡' ❧❛ ❢❛&❡✳ ▲❛ -❡❝♦♥'4-✉❝❝✐3♥ ❞❡ f ❛
♣❛-4✐- ❞❡ f̂ ❡' ❧❛ &1♥"❡&✐&✳
.#♦♣♦%✐❝✐1♥ ❆✳✶✸✳ ✭.#♦♣✐❡❞❛❞❡% ❛❧❣❡❜#❛✐❝❛% ❞❡ ❧❛ :#❛♥%❢♦#♠❛❞❛✮✳
✶✳ ▲✐♥❡❛❧✐❞❛❞ ✿(αf + βg)̂= α f̂ + β ĝ.
✷✳ ❈♦♥❥✉❣❛❝✐;♥✿ ( f̂ )(ξ) = f̂ (−ξ).
✸✳ ❚#❛&❧❛❝✐;♥✿ &✐ τhf(x) = f(x+ h)✱ ❡♥"♦♥❝❡& ✭τhf)̂(ξ) = f̂ (ξ)e2πihξ✳
✹✳ ▼♦❞✉❧❛❝✐;♥✿ &✐ g(x) = f(x)e2πihx✱ ❡♥"♦♥❝❡& ĝ(ξ) = (τ−hf̂ )(ξ)✳
✺✳ ❉✐❧❛"❛❝✐;♥✿ &✐ g(x) = λ−1f(λ−1x) ② λ > 0✱ ❡♥"♦♥❝❡& ĝ (ξ) = f̂ (λξ)✳
▲❛ ♣-✐♠❡-❛ '❡ ❞❡❞✉❝❡ ✐♥♠❡❞✐❛4❛♠❡♥4❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ✐♥4❡❣-❛❧❀ ❧❛ '❡❣✉♥✲
❞❛✱ ❞❡ ❧❛' ♣-♦♣✐❡❞❛❞❡' ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛❝✐3♥❀ ♣❛-❛ ❧❛' ❞❡♠$' ❤❛② ;✉❡ ❤❛❝❡- ❧♦'
❝❛♠❜✐♦' ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ❛❞❡❝✉❛❞♦'✳
.#♦♣♦%✐❝✐1♥ ❆✳✶✹✳ ✭.#♦♣✐❡❞❛❞❡% ❛♥❛❧=:✐❝❛% ❞❡ ❧❛ :#❛♥%❢♦#♠❛❞❛✮✳
✶✳ f̂ ❡& ✉♥❛ ❢✉♥❝✐;♥ ✭✉♥✐❢♦#♠❡♠❡♥"❡✮ ❝♦♥"✐♥✉❛ ②
∣∣∣f̂(ξ)∣∣∣ ≤ ‖f‖1✳
✷✳ ❙✐ f ② f ′ &♦♥ ✐♥"❡❣#❛❜❧❡&✱ (f̂ ′)(ξ) = 2πiξf̂(ξ)✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✹
✸✳ ❙✐ xf(x) ❡% ✐♥'❡❣)❛❜❧❡✱ f̂ ❡% ❞❡)✐✈❛❜❧❡ ② (−2πixf )̂ (ξ) = (f̂ )′(ξ)✳
✹✳ ▲❡♠❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲❡❜❡%❣✉❡✿
l´ım
|ξ|→∞
f̂ (ξ) = 0.
✺✳ ❙✐ f ② g %♦♥ ✐♥'❡❣)❛❜❧❡%✱
∫
f ĝ =
∫
f̂ g✳
▲❛' ♣-♦♣✐❡❞❛❞❡' '❡❣✉♥❞❛ ② 5❡-❝❡-❛ '❡ ♣✉❡❞❡♥ ❛♣❧✐❝❛- '✉❝❡'✐✈❛♠❡♥5❡ '✐ '❡ 5✐❡♥❡♥
♠$' ❞❡-✐✈❛❞❛' ✐♥5❡❣-❛❜❧❡' ❞❡ f ♦ '✐ xm f(x) ❡' ✐♥5❡❣-❛❜❧❡✳ ❊'5❛ ;❧5✐♠❛ ❝♦♥❞✐❝✐<♥
'❡ ❝✉♠♣❧❡ '✐❡♠♣-❡ '✐ ❧❛ ❢✉♥❝✐<♥ ❡' ❞❡ '♦♣♦-5❡ ❝♦♠♣❛❝5♦✱ ② ❡♥ ❡'5❡ ❝❛'♦ f̂ ❡'
C∞✳ ■♥❝❧✉'♦ '❡ 5✐❡♥❡ ✉♥ -❡'✉❧5❛❞♦ ♠$' ❢✉❡-5❡✳
❚❡♦#❡♠❛ ❆✳✶✺✳
❙✐ f ❡% ❞❡ %♦♣♦)'❡ ❝♦♠♣❛❝'♦✱ f̂ ❡% ❛♥❛❧<'✐❝❛✶✳ ❊♥ ❝♦♥%❡❝✉❡♥❝✐❛✱ %✐ f̂ %❡ ❛♥✉❧❛
❡♥ '♦❞♦% ❧♦% ♣✉♥'♦% ❞❡ ✉♥ ✐♥'❡)✈❛❧♦ ❡% ✐❞>♥'✐❝❛♠❡♥'❡ ♥✉❧❛✳
❊'5❡ -❡'✉❧5❛❞♦ ❡' ✉♥❛ ✈❡-'✐<♥ '✐♠♣❧✐✜❝❛❞❛ ❞❡ ✉♥ 5❡♦-❡♠❛ ♠$' ❝♦♠♣❧❡5♦✱ ❧❧❛♠❛✲
❞♦ '❡♦)❡♠❛ ❞❡ ?❛❧❡②✲❲✐❡♥❡)✱ B✉❡ ❛'❡❣✉-❛ B✉❡ '❡ ♣✉❡❞❡ ❞❡✜♥✐- f̂ ❡♥ ✉♥❛ ❜❛♥❞❛
❞❡❧ ♣❧❛♥♦ ❝♦♠♣❧❡❥♦ ② B✉❡ ❡' ✉♥❛ ❢✉♥❝✐<♥ ❛♥❛❧D5✐❝❛ ❡♥ ❡'❛ ❜❛♥❞❛✳
❚❡♦#❡♠❛ ❆✳✶✻✳ ✭❚❡♦#❡♠❛ ❞❡ ✐♥✈❡#0✐1♥✳✮
❙✐ f ② f̂ %♦♥ ✐♥'❡❣)❛❜❧❡%✱ ❡♥'♦♥❝❡%
✭❆✳✶✶✮ f(ξ) =
∫ ∞
−∞
f̂(x) e2πi x ξ dx.
❆❞❡♠B%✱ ❡❧ '>)♠✐♥♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡)❡❝❤❛ ❡% ✉♥❛ ❢✉♥❝✐E♥ ❝♦♥'✐♥✉❛ ❡♥ x✱ ❞❡ ♠♦❞♦ F✉❡
f ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❡♥ ❝❛%✐ '♦❞♦ ♣✉♥'♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐E♥ ❝♦♥'✐♥✉❛ ② %❡ ❞❛ ❧❛ ✐❣✉❛❧❞❛❞ ❡♥
❧♦% ♣✉♥'♦% ❞❡ ❝♦♥'✐♥✉✐❞❛❞ ❞❡ f ✳
❖❜'❡-✈❛♠♦' B✉❡ ❡❧ 5I-♠✐♥♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡-❡❝❤❛ ❡' ❧❛ 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞❡ f̂
❡✈❛❧✉❛❞❛ ❡♥ −x❀ ❞✐❝❤♦ ❞❡ ♦5-♦ ♠♦❞♦✱ ( f̂ )(x) = f(−x) ❡♥ ❝❛'✐ 5♦❞♦ ♣✉♥5♦✳ L♦-
5❛♥5♦✱ ❛♣❧✐❝❛- ❝✉❛5-♦ ✈❡❝❡' '✉❝❡'✐✈❛' ❧❛ 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ♣-♦❞✉❝❡ ✉♥❛
✐❞❡♥5✐❞❛❞✳
▲❛ ❚#❛♥0❢♦#♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉#✐❡# ❡♥ Rn
▲❛ 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- '❡ ❞❡✜♥❡ ♣❛-❛ ❢✉♥❝✐♦♥❡' ✐♥5❡❣-❛❜❧❡' ❞❡ Rn ❝♦♠♦
❧❛ ❢✉♥❝✐<♥ ❡♥ Rn ❞❛❞❛ ♣♦-
✭❆✳✶✷✮ Ff(ξ) = f̂(ξ) =
∫
Rn
f(x) e−2πi x · ξ dx.
❉♦♥❞❡ x · ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + ... + xnξn ❡' ❡❧ ♣-♦❞✉❝5♦ ✐♥5❡-♥♦ ❝❛♥<♥✐❝♦ ❡♥ ❡❧
❡'♣❛❝✐♦ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥♦✳ ▲❛' ♣-♦♣✐❡❞❛❞❡' ❞❛❞❛' ♣❛-❛ ✉♥❛ ❞✐♠❡♥'✐<♥ '❡ ♠❛♥5✐❡♥❡♥
✶
❙❡ ❞✐❝❡ %✉❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐*♥ ❡+ ❛♥❛❧-.✐❝❛ +✐ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥ ❧❛ +✉♠❛ ❞❡ +✉ +❡1✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦1✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✺
'❛❧✈♦ ❝♦♥ ♣❡4✉❡5♦' ❝❛♠❜✐♦'✱ ♣♦- ❡❥❡♠♣❧♦✱ ❧❛ ❛♣❛-✐❝✐:♥ ❞❡ ❞❡-✐✈❛❞❛' ♣❛-❝✐❛❧❡'
❡♥ ✈❡③ ❞❡ ♦-❞✐♥❛-✐❛'✳ ❚❛♠❜✐=♥ ❡' ✈$❧✐❞♦ ❡❧ >❡♦-❡♠❛ ❞❡ ✐♥✈❡-'✐:♥ ❆✳✶✻
❈✉❛♥❞♦ f(x) = f1(x1) ... fn(xn)✱ ❧❛ >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞❡ f ❡' ❡❧ ♣-♦❞✉❝>♦
❞❡ ❧❛' >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛' ✉♥✐❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧❡' ❞❡ f1, ..., fn✳
❊①✐'>❡♥ ✈❛-✐❛' ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡'❀ ♦>-❛ ❞❡✜♥✐❝✐:♥ ❡' ❝♦♠✉♥♠❡♥>❡ ✉'❛❞❛ ♣❛-❛ ❧❛  !❛♥$✲
❢♦!♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉!✐❡! Ff = f̂ ❞❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ f : Rn → C ❡♥ ✉♥❛ ❝❧❛'❡ ❛♣-♦♣✐✲
❛❞❛✱ ♣♦- ❡❥❡♠♣❧♦✱ f ∈ S(Rn) ❞♦♥❞❡ S(Rn) ♦ '✐♠♣❧❡♠❡♥>❡ S ❡' ❡❧ ❡'♣❛❝✐♦ ❞❡
❙❝❤✇❛->③✳
▲❛ >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❡' ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦- ❧❛ '✐❣✉✐❡♥>❡ ✐♥>❡❣-❛❧
✭❆✳✶✸✮ Ff(ξ) = f̂(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn
f(x) e−i (x , ξ) dx, f ∈ S(Rn)
❊'>❛ >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ >❛♠❜✐=♥ ❡' ✐♥✈❡-'✐❜❧❡ ② ❧❛  !❛♥$❢♦!♠❛❞❛ ✐♥✈❡!$❛ ❞❡ ❋♦✉!✐❡!
❡'>$ ❞❛❞❛ ♣♦-
✭❆✳✶✹✮ f(x) = F−1f̂(x) = (2π)−n/2
∫
Rn
f̂(ξ) ei (x , ξ) dξ.
▲❛ ❚-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ♣✉❡❞❡ '❡- ❝♦♥'✐❞❡-❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥ ♦♣❡-❛❞♦- ❧✐♥❡❛❧
❡♥>-❡ ❞✐✈❡-'♦' ❡'♣❛❝✐♦' ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡'✳ ▲❛ ❧✐♥❡❛❧✐❞❛❞ ❡' ❞❡ ❣-❛♥ -❡❧❡✈❛♥❝✐❛✱ ♣✉❡'
❧♦' ♦♣❡-❛❞♦-❡' ❝♦♥'✐❞❡-❛❞♦' ❡♥ ❡'>❡ >-❛❜❛❥♦ '♦♥ ❧✐♥❡❛❧❡'✳
❆✳✸✳✹✳ ❚%❛♥(❢♦%♠❛❞❛( ❞❡ ❋♦✉%✐❡% ❞✐(❝%❡2❛ ② %4♣✐❞❛✳
▼✉❝❤❛' ✈❡❝❡' ❡♥ ❧❛' ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡' ♥♦' ❡♥❝♦♥>-❛♠♦' ❝♦♥ ❡❧ ♣-♦❜❧❡♠❛ ❞❡ 4✉❡ ❧❛'
❢✉♥❝✐♦♥❡' ❞❡ 4✉❡ '❡ ❞✐'♣♦♥❡ ♥♦ ✈✐❡♥❡♥ ❞❛❞❛' ♣♦- ❡①♣-❡'✐♦♥❡' ❛♥❛❧R>✐❝❛' '✐♥♦ ♣♦-
❝♦❧❡❝❝✐♦♥❡' ❞❡ ❞❛>♦' ✭❡✈❛❧✉❛❝✐♦♥❡' ❡♥ ❞❡>❡-♠✐♥❛❞♦' ♣✉♥>♦'✮ ② ♣♦- ♦>-❛ ♣❛->❡✱
❧❛' ✐♥>❡❣-❛❧❡' 4✉❡ '❡ ♥❡❝❡'✐>❛♥ >❛♠❜✐=♥ ❞❡❜❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛-'❡ ♣♦- ♣-♦❝❡❞✐♠✐❡♥>♦' ❞❡
❛♣-♦①✐♠❛❝✐:♥✳ ❚♦❞♦ ❡❧❧♦ ❤❛ ❤❡❝❤♦ 4✉❡ ❡♥ ❧❛ ♣-$❝>✐❝❛ ❧❛' ❞❡✜♥✐❝✐♦♥❡' ❞❛❞❛' ❡♥
❧❛ '❡❝❝✐:♥ ❛♥>❡-✐♦- '❡❛♥ '✉'>✐>✉✐❞♦' ♣♦- ❧❛ ❧❧❛♠❛❞❛  !❛♥$❢♦!♠❛❞❛ ❞✐$❝!❡ ❛ ❞❡
❋♦✉-✐❡- ❡♥ ❧❛ 4✉❡ ❧❛' ♦♣❡-❛❝✐♦♥❡' ✐♥✈♦❧✉❝-❛❞❛' '♦♥ '✉♠❛' ② ♠✉❧>✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡'✳
❖>-♦ ♣-♦❜❧❡♠❛ 4✉❡ '✉-❣❡ ❛ ♠❡♥✉❞♦ ❛❧ ✉'❛- >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❡♥ ❧❛
>❡❝♥♦❧♦❣R❛ ❡' ❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❧❛' ❡♥ >✐❡♠♣♦ -❡❛❧✱ ♣✉❡' ♣♦❝♦ '✐-✈❡ ✉♥ ✐♥'>-✉♠❡♥>♦
❝✉②♦ ❝♦'>♦ ✭❡♥ >✐❡♠♣♦ ♦ ❡♥ ❞✐♥❡-♦✮ '✉♣❡-❛ ❧❛' ♥❡❝❡'✐❞❛❞❡' ❞❡❧ ✉'✉❛-✐♦✳
❊♥ ❡'>❡ ❝♦♥>❡①>♦ '❡ ❡♥>✐❡♥❞❡ ❡❧ ✐♥>❡-=' ❞❡ ❧♦ 4✉❡ ❧❧❛♠❛♠♦' >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ -$♣✐❞❛
❞❡ ❋♦✉-✐❡-✱ 4✉❡ ♥♦ ❡' ✉♥❛ ❞❡✜♥✐❝✐:♥ ♥✉❡✈❛ ♦ ✉♥❛ ✈❛-✐❛♥>❡ ❞❡ ❧♦' ❛♥>❡-✐♦-❡' '✐♥♦
✉♥ ❛❧❣♦-✐>♠♦ ❞❡ ❝$❧❝✉❧♦ 4✉❡ ♣❡-♠✐>❡ -❡❞✉❝✐- ❝♦♥'✐❞❡-❛❜❧❡♠❡♥>❡ ❡❧ ♥T♠❡-♦ ❞❡
♦♣❡-❛❝✐♦♥❡' ♥❡❝❡'❛-✐❛' ♣❛-❛ ❝❛❧❝✉❧❛- ✉♥❛ >-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✐'❝-❡>❛✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✻
❚!❛♥$❢♦!♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉!✐❡! ❞✐$❝!❡.❛
▲❛' ❢✉♥❝✐♦♥❡' 4✉❡ ✈❛♠♦' ❛ ❝♦♥'✐❞❡-❛- ❡'7❛-$♥ ❞❡✜♥✐❞❛' ❡♥ ❡❧ '✐❣✉✐❡♥7❡ ❝♦♥❥✉♥7♦
{0, 1, 2, . . . , N − 1} ② 7♦♠❛-$♥ ✈❛❧♦-❡' ❝♦♠♣❧❡❥♦'✳ ❊'7♦ '✐❣♥✐✜❝❛ 4✉❡ 7❡♥❡♠♦'
✉♥ ❡❧❡♠❡♥7♦ ❞❡ CN ✱ ♣❡-♦ ♣❛-❛ 4✉❡ 4✉❡❞❡ ❝❧❛-♦ ❡❧ ❛'♣❡❝7♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧ ❧♦ ❡'❝-✐❜✐-❡✲
♠♦' ❝♦♠♦ f [k]✳ ❊' ❝♦♥✈❡♥✐❡♥7❡ ❝♦♥'✐❞❡-❛- 4✉❡ ❡❧ ❛-❣✉♠❡♥7♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐A♥ ❡'7$
❞❡✜♥✐❞♦ ♠A❞✉❧♦ N ✱ ❡' ❞❡❝✐-✱ 4✉❡ ❡♥ -❡❛❧✐❞❛❞ 7❡♥❡♠♦' ✉♥❛ '✉❝❡'✐A♥ {f [k]}
❞❡✜♥✐❞❛ ♣❛-❛ k ∈ Z✱ ♣❡-✐A❞✐❝❛ ❞❡ ♣❡-✐♦❞♦ N ✱ f [k +N ] = f [k] ♣❛-❛ 7♦❞♦ k✳
▲❛ 7-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✐'❝-❡7❛ ❛'♦❝✐❛ ❛ ❝❛❞❛ f ♦7-❛ ✏❢✉♥❝✐A♥✑ f̂ ❞❡✜♥✐❞❛
♣♦-
✭❆✳✶✺✮ f̂ [k] =
N−1∑
j=0
f [j]e−2πijk/N
❈♦♠♦ '❡ ♣✉❡❞❡ ♦❜'❡-✈❛- 4✉❡ f̂ [k + N ] = f̂ [k]✱ ♥✉❡✈❛♠❡♥7❡ ♣♦❞❡♠♦' ❝♦♥'✐❞❡✲
-❛- 4✉❡ 7❡♥❡♠♦' ✉♥ ❡❧❡♠❡♥7♦ ❞❡ CN ♦ ✉♥❛ '✉❝❡'✐A♥ ♣❡-✐A❞✐❝❛ ❞❡ ♣❡-✐♦❞♦ N ✱
✐♥❞✐'7✐♥7❛♠❡♥7❡✳
/!♦♣✐❡❞❛❞❡$
✶✳ ▲❛ 7-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✐'❝-❡7❛ ❡' ❧✐♥❡❛❧✳
✷✳ ❚-❛'❧❛❝✐A♥ ❡♥ 7✐❡♠♣♦✿ ❙✐ g[k] = f [k − n]✱ ❡♥7♦♥❝❡' ĝ [k] = f̂ [k]e−2πikn/N ✳
✸✳ ❚-❛'❧❛❝✐A♥ ❡♥ ❢-❡❝✉❡♥❝✐❛✿ ❙✐ g[k] = f [k]e2πikn/N ✱ ❡♥7♦♥❝❡'
ĝ [k] = f̂ [k − n].
✹✳ ▼♦❞✉❧❛❝✐A♥✿ ❙✐ g[k] = f [k]cos (2πkn/N)✱ ❡♥7♦♥❝❡'
ĝ [k] =
1
2
(
f̂ [k − n] + f̂ [k + n]
)
.
❙❡❛ ω = e−2πi/N ❀ ω¯ = e2πi/N = ω−1 '♦♥ -❛P❝❡' N ✲Q'✐♠❛' ❞❡ ❧❛ ✉♥✐❞❛❞ ❛❧ ✐❣✉❛❧
4✉❡ '✉' ♣♦7❡♥❝✐❛'✱ ❡' ❞❡❝✐-✱ ωjN = 1 ♣❛-❛ 7♦❞♦ j ∈ Z✳ ❆❞❡♠$'✱
✭❆✳✶✻✮ 1 + ωj + ω2j + . . . + ω(N−1)j =
{
N, '✐ ❡' ♠R❧7✐♣❧♦ ❞❡ N
0, ❡♥ ♦7-♦ ❝❛'♦.
▲❛ ❝♦♠♣-♦❜❛❝✐A♥ ❞❡ ❡'7❡ -❡'✉❧7❛❞♦ '❡ -❡❞✉❝❡ ❛ '✉♠❛- ✉♥❛ ♣-♦❣-❡'✐A♥ ❣❡♦♠Q7-✐✲
❝❛✳ ❈♦♥ ❡'7❛ ♥♦7❛❝✐A♥ ❧❛ 7-❛♥'❢♦-♠❛❝✐A♥ ✭❆✳✶✺✮ '❡ ❡'❝-✐❜❡
✭❆✳✶✼✮ f̂ [k] =
N−1∑
j=0
f [j]ωjk.
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✼
❈♦♠♦ 2-❛♥'❢♦-♠❛❝✐6♥ ❧✐♥❡❛❧ ❞❡ CN ❡♥ CN ✱ ❧❛ 2-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞✐'❝-❡2❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡-
❛❞♠✐2❡ ✉♥❛ -❡♣-❡'❡♥2❛❝✐6♥ ♠❛2-✐❝✐❛❧✳ ❙✐ f ② f̂ '♦♥ ❧❛' ♠❛2-✐❝❡' ❝♦❧✉♠♥❛✱ ❝✉②❛'
❡♥2-❛❞❛' '♦♥ ❧♦' ✈❛❧♦-❡' f̂ [k] ② f̂ [k]✱ -❡'♣❡❝2✐✈❛♠❡♥2❡✱ ✭❆✳✶✺✮ '❡ ♣✉❡❞❡ ❡'❝-✐❜✐-
♠❛2-✐❝✐❛❧♠❡♥2❡ ❝♦♠♦
f̂ = A(ω)f,
❞♦♥❞❡ ❧❛ ♠❛2-✐③ A(ω) ✈✐❡♥❡ ❞❛❞❛
✭❆✳✶✽✮ A(ω) =

1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωN−1
1 ω2 ω4 · · · ω2(N−1)
1 ω3 ω6 · · · ω3(N−1)
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
1 ωN−1 ω2(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)

✭❆❧❣✉♥♦' ❡①♣♦♥❡♥2❡' '❡ ♣✉❡❞❡♥ -❡❞✉❝✐- ✉2✐❧✐③❛♥❞♦ D✉❡ ωjN = 1✱ ❛'E ❝♦♠♦
2❛♠❜✐F♥✱ ω2(N−1) = ωN−2 ② ω(N−1)(N−1) = ω.✮
❚!❛♥$❢♦!♠❛❝✐*♥ ✐♥✈❡!$❛
❙✐ A(ω¯) ❡' ❧❛ ♠❛2-✐③ ✭❆✳✶✽✮ ❝♦♥ ω¯ ❡♥ ✈❡③ ❞❡ ω '❡ 2✐❡♥❡
A(ω)A(ω¯) = A(ω¯)A(ω) = NIN ,
❞♦♥❞❡ IN ❡' ❧❛ ♠❛2-✐③ ✐❞❡♥2✐❞❛❞✳ ❙✐ ✉2✐❧✐③❛♠♦' ✭❆✳✶✼✮ ② ❡❧ ❤❡❝❤♦ D✉❡ ω¯ω = 1.
❊♥2♦♥❝❡'
f =
1
N
A(ω¯)f̂ ,
♦ '❡❛✱
✭❆✳✶✾✮ f [k] =
1
N
N−1∑
j=0
f̂ [j]ω−jk =
1
N
N−1∑
j=0
f̂ [j]ω2πijk/N ,
D✉❡ ❡' ❧❛ 2-❛♥'❢♦-♠❛❝✐6♥ ✐♥✈❡-'❛✳
❋❋❚ ✭❚!❛♥$❢♦!♠❛❞❛ ❘1♣✐❞❛ ❞❡ ❋♦✉!✐❡!✮
❊❧ ❝$❧❝✉❧♦ ❞❡ ✉♥❛ 2-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✐'❝-❡2❛ -❡D✉✐❡-❡ N2 ♠✉❧2✐♣❧✐❝❛✲
❝✐♦♥❡'✳ ❙✐ ◆ ❡' ♣❛- '❡ ♣✉❡❞❡ ♦-❣❛♥✐③❛- ❡❧ ❝$❧❝✉❧♦ ❞❡ ♠♦❞♦ D✉❡ '❡ -❡❛❧✐❝❡♥ ❞♦'
2-❛♥'❢♦-♠❛❞❛' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✐'❝-❡2❛' ❡♥ CN/2 ② ✉♥❛ ❝♦♠❜✐♥❛❝✐6♥ ❛❞❡❝✉❛❞❛ ❞❡
❡❧❧❛'✳ ❊'2♦ -❡❞✉❝❡ ❡❧ ♥L♠❡-♦ ❞❡ ♠✉❧2✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡' ❛ ❛♣-♦①✐♠❛❞❛♠❡♥2❡ ❧❛ ♠✐2❛❞✳
❙❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣❧✐❝❛- '✉❝❡'✐✈❛♠❡♥2❡ ❡❧ ♠✐'♠♦ ♣-♦❝❡'♦ ② ❛❧ ✜♥❛❧ ❡❧ ♥L♠❡-♦ ❞❡ ♠✉❧✲
2✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡' '❡ -❡❞✉❝❡ ❝♦♥'✐❞❡-❛❜❧❡♠❡♥2❡✳ ➱'2❛ ❡' ❧❛ ✐❞❡❛ ❞❡ ❧❛  !❛♥$❢♦!♠❛❞❛
!)♣✐❞❛ ❞❡ ❋♦✉!✐❡!✳
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✽
❆♥/❡' ❞❡ '✐/✉❛-♥♦' ❡♥ ❡❧ ❝❛'♦ ❣❡♥❡-❛❧ ✈❡-❡♠♦' ❡❧ ❝❛'♦ N = 4✳ ❆❤♦-❛ ω = −i ②
❧❛ /-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❡'
f̂ [0]
f̂ [1]
f̂ [2]
f̂ [3]
 =

1 1 1 1
1 −i −1 i
1 −1 1 −1
1 i −1 −i


f [0]
f [1]
f [2]
f [3]

❊'❝-✐❜❛♠♦' ❧♦' ❡❧❡♠❡♥/♦' ❞❡ ❧❛ :❧/✐♠❛ ♠❛/-✐③ ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ ♠♦❞♦ <✉❡ ❛♣❛-❡③❝❛♥
♣-✐♠❡-♦ ❧♦' ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ♣❛- ② ❞❡'♣✉>' ❧♦' ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ✐♠♣❛-❀ ❡'/♦ ❡①✐❣❡ ❝❛♠❜✐❛-
❡❧ ♦-❞❡♥ ❞❡ ❧❛' ❝♦❧✉♠♥❛' ❞❡ ❧❛ ♠❛/-✐③✿
✭❆✳✷✵✮

f̂ [0]
f̂ [1]
f̂ [2]
f̂ [3]
 =

1 1 1 1
1 −1 −i i
1 1 −1 −1
1 −1 i −i


f [0]
f [2]
f [1]
f [3]

❙✐ ❞✐✈✐❞✐♠♦' ❧❛ ♠❛/-✐③ -❡'✉❧/❛♥/❡ ❡♥ ❝✉❛/-♦ ♠❛/-✐❝❡' 2× 2 ♦❜'❡-✈❛♠♦' <✉❡ ❧❛'
❞♦' ❞❡ ❧❛ ✐③<✉✐❡-❞❛ '♦♥ ✐❣✉❛❧❡' ② ❝♦--❡'♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛ ♠❛/-✐③ ❞❡ ❧❛ /-❛♥'❢♦-♠❛❞❛
❞✐'❝-❡/❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❡♥ C2 ② <✉❡ ❧❛' ❞❡ ❧❛ ❞❡-❡❝❤❛ -❡'✉❧/❛♥ ❞❡ ♠✉❧/✐♣❧✐❝❛- ❧❛'
✜❧❛' ❞❡ ❧❛ ✐③<✉✐❡-❞❛ ♣♦- 1, −i, −1 ❡ i✱ -❡'♣❡❝/✐✈❛♠❡♥/❡✱ <✉❡ '♦♥ ω0, ω1, ω2 y ω3.
❉❡✜♥✐♠♦' ❧♦' ❡❧❡♠❡♥/♦' fp ② fi ❞❡ C
2
'✐❣✉✐❡♥/❡'✿
fp[0] = f [0], fp[1] = f [2],
fi[0] = f [1], fi[1] = f [3].
❆ ♣❛-/✐- ❞❡ ✭❆✳✷✵✮ /❡♥❡♠♦'(
f̂ [0]
f̂ [1]
)
=
(
1 1
1 −1
)(
fp [0]
fp [1]
)
+
(
1 0
0 −i
)(
1 1
1 −1
)(
fi [0]
fi [1]
)
② (
f̂ [2]
f̂ [3]
)
=
(
1 1
1 −1
)(
fp [0]
fp [1]
)
+
( −1 0
0 i
)(
1 1
1 −1
)(
fi [0]
fi [1]
)
❈♦♠♦ '❡ ♦❜'❡✈❛✱ ❧❛ /-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ f '❡ ♦❜/✐❡♥❡ ❛ ♣❛-/✐- ❞❡ ❧❛' ❞❡ fp ② fi✳
❚❛♠❜✐>♥ ♣♦❞❡♠♦' ❡'❝-✐❜✐- ❡❧ -❡'✉❧/❛❞♦ ❞❡❧ ♠♦❞♦ '✐❣✉✐❡♥/❡✿
f̂ [0] = f̂p [0] + f̂i [0]
f̂ [1] = f̂p [1]− if̂i [1]
f̂ [2] = f̂p [0]− f̂i [0]
f̂ [3] = f̂p [1] + if̂i [1]
❊❧ ❝❛'♦ ❣❡♥❡-❛❧ ❝♦♥ N ♣❛- ❢✉♥❝✐♦♥❛ ❞❡❧ ♠✐'♠♦ ♠♦❞♦✱ '♦❧♦ ❧❛ ♥♦/❛❝✐L♥ -❡'✉❧/❛
♠$' ❝♦♠♣❧✐❝❛❞❛✳ ❊'❝-✐❜✐❡♥❞♦ ❡❧ ✈❡❝/♦- ❝♦❧✉♠♥❛ ❞❡ f ❝♦♥ ❧♦' />-♠✐♥♦' <✉❡
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✸✳ ❆♥$❧✐'✐' ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ✽✾
❝♦--❡'♣♦♥❞❡♥ ❛ ✈❛-✐❛❜❧❡ ♣❛- ❞❡❧❛♥5❡ ❞❡ ❧♦' ❞❡ ✈❛-✐❛❜❧❡ ✐♠♣❛- ② -❡♦-❞❡♥❛♥❞♦
❛❞❡❝✉❛❞❛♠❡♥5❡ ❧❛' ❝♦❧✉♠♥❛' ❞❡ ❧❛ ♠❛5-✐③ A(ω) ❞❡ ✭❆✳✶✽✮ 5❡♥❡♠♦'

f̂ [0]
f̂ [1]
· · ·
f̂ [N
2
− 1]
f̂ [N
2
]
f̂ [N
2
+ 1]
· · ·
f̂ [N − 1]

= R(ω)

f [0]
f [2]
· · ·
f [N − 2]
f [1]
f [3]
· · ·
f [N − 1]

❞♦♥❞❡ ❧❛ ♠❛5-✐③ R(ω) ✈✐❡♥❡ ❞❛❞❛ ♣♦-
R(ω) =

1 1 · · · 1 1 1 · · · 1
1 ω2 · · · ωN−2 ω ω3 · · · ωN−1
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
1 ωN−2 · · · ω(N2 −1)
2
ω
N
2
−1 ω3(
N
2
−1) · · · ω(N2 −1)N2
1 1 · · · 1 −1 −1 · · · −1
1 ω2 · · · ωN−2 −ω −ω3 · · · −ωN−1
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
✳
1 ωN−2 · · · ω(N2 −1)
2
−ωN2 −1 −ω3(N2 −1) · · · −ω(N2 −1)N2

<❛-❛ ❡'❝-✐❜✐- ❧❛ ♠❛5-✐③ ❞❡ ❡'5❛ ❢♦-♠❛ ❤❡♠♦' 5❡♥✐❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥5❛ ❡♥ '✉ '❡❣✉♥❞❛
♠✐5❛❞ ✭✜❧❛' N/2 ❛ N − 1✮ A✉❡ ωN = 1 ❡♥ ❧❛' N/2 ♣-✐♠❡-❛' ❝♦❧✉♠♥❛' ② A✉❡
N/2 = −1 ❡♥ ❧❛' N/2 B❧5✐♠❛'✳ ❈♦♠♦ ❤❡♠♦' ❤❡❝❤♦ ❡♥ ❡❧ ❝❛'♦ N = 4 ❞✐✈✐❞✐♠♦'
❧❛ ♠❛5-✐③ ❡♥ ❝✉❛5-♦ ♠❛5-✐❝❡' N/2×N/2 ② ♦❜'❡-✈❛♠♦' A✉❡ ❧❛' ❞♦' ❞❡ ❧❛ ✐③A✉✐❡-❞❛
'♦♥ ✐❣✉❛❧❡' ② ❝♦--❡'♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛ ❞❡ ❧❛ 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛ ❞❡ ❋♦✉-✐❡- ❞✐'❝-❡5❛ ❡♥ CN/2
② ❧❛' ❞❡ ❧❛ ❞❡-❡❝❤❛ '❛❧❡♥ ❞❡ ♠✉❧5✐♣❧✐❝❛- ❧❛' ✜❧❛' ❞❡ ❧❛ ✐③A✉✐❡-❞❛ ♣♦- ωk ❞♦♥❞❡
k ❡' ❡❧ ♦-❞❡♥ ❞❡ ❧❛ ✜❧❛✳
❙✐ ❞❡✜♥✐♠♦'✱ ❝♦♠♦ ❤❛❝F❛♠♦' ❡♥ N = 4✱ ❞♦' ❡❧❡♠❡♥5♦' fp ② fi ❡♥ C
N/2
♣♦- ❧❛
-❡❣❧❛
fp[j] = f [2j], fp[j] = f [2j + 1], j = 0, 1, . . . , N/2− 1,
❞❡❞✉❝✐♠♦' A✉❡
f [j] = f̂p [j] + ω
j f̂i [j],
f̂ [
N
2
+ j] = f̂p [j]− ωj f̂i [j],
❝♦♥ j = 0, 1, ..., N/2− 1.
❙✐ N/2 ❡' ♣❛- ♣♦❞❡♠♦' ❛♣❧✐❝❛- ❡❧ ♠✐'♠♦ ❛-❣✉♠❡♥5♦ ♣❛-❛ -❡❞✉❝✐- ❡❧ ❝$❧❝✉❧♦
❞❡ ❧❛' 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛' ❡♥ CN/2 ❛ 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛' ❡♥ CN/4 ② ❛'F '✉❝❡'✐✈❛♠❡♥5❡✳
❊❧ ❝❛'♦ ♠$' ❢❛✈♦-❛❜❧❡ ❡' ❛A✉H❧ ❡♥ A✉❡ N ❡' ✉♥❛ ♣♦5❡♥❝✐❛ ❞❡ 2✱ A✉❡ ❛❝❛❜❛
-❡❞✉❝✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣-♦❝❡'♦ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛- N/2 5-❛♥'❢♦-♠❛❞❛' ❡♥ C2 ② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛-❧❛'
❛❞❡❝✉❛❞❛♠❡♥5❡✳ ▲❛' '✉❝❡'✐✈❛' -❡♦-❞❡♥❛❝✐♦♥❡' ❞❡ ❧♦' ❡❧❡♠❡♥5♦' '❡❣B♥ ♦❝✉♣❡♥
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✹✳ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ✲ ◆♦❝✐♦♥❡0 ❇20✐❝❛0 ✾✵
❧✉❣❛* ♣❛* ♦ ✐♠♣❛* ❛❝❛❜❛ ❡♥ ✉♥❛ ❞✐0&*✐❜✉❝✐:♥ ✜♥❛❧ <✉❡ 0❡ ♣✉❡❞❡ *❡❧❛❝✐♦♥❛* ❝♦♥
❧❛ ❡0❝*✐&✉*❛ ❡♥ ❜❛0❡ 2 ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛❜❧❡✳ ❊①✐0&❡♥ ❛❧❣♦*✐&♠♦0 <✉❡ ♣❡*♠✐&❡♥ ♦*❞❡♥❛*
*2♣✐❞❛♠❡♥&❡ ❧♦0 ❡❧❡♠❡♥&♦0 ❡♥ ❧❛ ❢♦*♠❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥&❡ ♣❛*❛ ❡❧ ❝2❧❝✉❧♦✳
❊❧ ❛❤♦**♦ ❞❡ ♦♣❡*❛❝✐♦♥❡0 <✉❡ ❧❛ &*❛♥0❢♦*♠❛❞❛ *2♣✐❞❛ ❞❡ ❋♦✉*✐❡* 0✉♣♦♥❡ ❡0
❝♦♥0✐❞❡*❛❜❧❡✿ 0❡ ♣✉❡❞❡ ♣*♦❜❛* ♣♦* ✐♥❞✉❝❝✐:♥ <✉❡ ❧❛0 N2 ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡0 ❞❡ ❧❛
0✐&✉❛❝✐:♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ♣❛0❛♥ ❛ 0❡* 2N log 2N ✳ ✭❆<✉E ❡0&2♥ ✐♥❝❧✉✐❞❛0 ❧❛0 ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛✲
❝✐♦♥❡0 ♣♦* 1✱ 0✐ 0❡ ❡❧✐♠✐♥❛♥ ❞❡❧ ❝:♠♣✉&♦ <✉❡❞❛ 0♦❧♦ ❧❛ ❝✉❛*&❛ ♣❛*&❡✳✮
❊❧ ❝❛0♦ ❡♥ <✉❡ N ♥♦ ❡0 ✉♥❛ ♣♦&❡♥❝✐❛ ❞❡ 2✱ 0❡ ♣✉❡❞❡ ❛♣❧✐❝❛* &❛♠❜✐H♥ ✉♥ ❛❧❣♦✲
*✐&♠♦ ❞❡ *❡❞✉❝❝✐:♥✱ ♣❡*♦ ❧❛ ❣❛♥❛♥❝✐❛ ♥♦ ❡0 &❛♥ ❝♦♥0✐❞❡*❛❜❧❡✳ I♦* ❡❥❡♠♣❧♦✱ 0✐ 0❡
❢❛❝&♦*✐③❛ N = RC✱ ❡❧ ❝2❧❝✉❧♦ 0❡ ♣✉❡❞❡ ❤❛❝❡* ❝♦♥ N(R + C) ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡0✳
❆✳✹✳ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ✲ ◆♦❝✐♦♥❡0 ❇20✐❝❛0
❈♦♥0✐❞❡*❡♠♦0 ❧❛ ❣*2✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ hǫ(x− a) ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦* ❧❛ ❋✐❣✳ ❆✳✶✳
❋✐❣✉*❛ ❆✳✶✿
❉♦♥❞❡ a ∈ R ② ǫ > 0✳
❋♦*♠❛❧♠❡♥&❡✱ ❞❛❞♦ a ∈ R, ǫ > 0, ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦* ❧❛ ❋✐❣✳ ❆✳✶✱ ❡0&2 ❞❛❞❛
♣♦*✿
hǫ(x− a) :
{
0 si x < a− ǫ
2
, x > a+ ǫ
2
1 si a− ǫ
2
< x < a+ ǫ
2
♦ ❜✐❡♥✱ ❡♥ &H*♠✐♥♦ ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❊0❝❛❧:♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐0✐❞❡ ✭❱❡* ✜❣✉*❛ ❆✳✷✮
µ(x− a) :
{
0 si x < a
1 si x ≥ a
✭❆✳✷✶✮ hǫ(x− a) = 1
ǫ
[
µ
(
x− a+ ǫ
2
)
− µ
(
x− a− ǫ
2
)]
.
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✹✳ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ✲ ◆♦❝✐♦♥❡0 ❇20✐❝❛0 ✾✶
❋✐❣✉*❛ ❆✳✷✿
◆♦ ❡0 ❞✐❢;❝✐❧ ✈❡*✐✜❝❛* >✉❡ ♣❛*❛ &♦❞♦ ǫ > 0,∫ ∞
−∞
hǫ(x− a) dx =
∫ a+ ǫ
2
a− ǫ
2
1
ǫ
dx
= 1
 ♦" ❧♦ $❛♥$♦✱ ❡) ✐♥♠❡❞✐❛$♦
l´ım
ǫ→ 0
∫ ∞
−∞
hǫ(x− a) dx = 1
▲❛ ❋✐❣✳ ❆✳✸✱ ♠✉❡)$"❛ ❣"4✜❝❛♠❡♥$❡✱ ❡❧ ♣"♦❝❡)♦ ❛❧ ❧8♠✐$❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ❆✳✶✳
❋✐❣✉"❛ ❆✳✸✿
❉♦♥❞❡ ❡)$❛♠♦) ❤❛❝✐❡♥❞♦ ǫ→ 0✱ a ∈ R
❊❧ ♣"♦❝❡)♦ ❛♥$❡"✐♦" )✉❣✐❡"❡ ❞❡✜♥✐" ✉♥ ♣❛)♦ ❛❧ ❧8♠✐$❡✱ ♣"❡)❡"✈❛♥❞♦ ❧❛) ❞♦) ♣"♦✲
♣✐❡❞❛❞❡) )✐❣✉✐❡♥$❡)✿
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✹✳ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ✲ ◆♦❝✐♦♥❡0 ❇20✐❝❛0 ✾✷
✭❆✳✷✷✮ δ(x− a) :
{
0, 0✐ x 6= a∫∞
−∞ δǫ(x− a) dx
▲❛ ❡❝✉❛❝✐9♥ ✭❆✳✷✷✮✱ ❡0 ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❝♦♠♦ ❉❡❧#❛ ❞❡ ❉✐'❛❝✳
❈♦♠❡♥%❛'✐♦ ✿
◆9&❡0❡ <✉❡ ❡❧ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝✱ ✦♥♦ ❡0✦ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐9♥ ❡♥ ❡❧ 0❡♥&✐❞♦ ✉0✉❛❧ ❞❡❧ ❈2❧✲
❝✉❧♦✳ ▲❛0 ❞♦0 ♣*♦♣✐❡❞❛❞❡0 ❞❡ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐9♥ ❡♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐9♥ ✭❆✳✷✷✮✱ ❡0&2♥ ❡♥
❝♦♥&*❛❞✐❝❝✐9♥ ❝♦♥ ❧♦0 *❡0✉❧&❛❞♦0 ❞❡❧ ❝2❧❝✉❧♦ ♣✉❡0 0❡ 0❛❜❡ <✉❡ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐9♥ ✐❞C♥✲
&✐❝❛♠❡♥&❡ ♥✉❧❛✱ ❡①❝❡♣&♦ ✉♥ ♣✉♥&♦✱ &✐❡♥❡ 0✐❡♠♣*❡ ✐♥&❡❣*❛❧ ❝❡*♦✱ ❡♥ ❧✉❣❛* ❞❡ ✉♥♦✳
▼20 ❡①❛❝&❛♠❡♥&❡✱ 0✐ f(x) 6= 0 ∀x 6= a , a ∈ R
⇒
∫ ∞
−∞
f(x) dx =
∫ a
−∞
f(x) dx︸ ︷︷ ︸
0
+
∫ ∞
a
f(x) dx︸ ︷︷ ︸
0
= 0
▲♦ ❛♥&❡*✐♦* 0✐❣♥✐✜❝❛ <✉❡ ♥♦ ❡0 ♣♦0✐❜❧❡ ❛♣❧✐❝❛* ❧♦0 *❡0✉❧&❛❞♦0 ❞❡❧ ❈2❧❝✉❧♦✱ ❛❧
❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝✱ ♣✉❡0 ❡0&❡ ♥♦ 0❛&✐0❢❛❝❡ ❧❛ ❤✐♣9&❡0✐0 ❜20✐❝❛ ❞❡ &*❛&❛*0❡ ❞❡ ✉♥❛
❢✉♥❝✐9♥ ❡♥ ❡❧ 0❡♥&✐❞♦ ♦*❞✐♥❛*✐♦ ❞❡❧ ❈2❧❝✉❧♦ ■♥&❡❣*❛❧✳
❊♥ ❧♦ <✉❡ 0✐❣✉❡ ✈❡*❡♠♦0 ✉♥ ♥✉❡✈♦ ❝♦♥❝❡♣&♦✱ <✉❡ ❡①♣❧✐❝❛ ❡♥ ❢♦*♠❛ ♠20 ❝❧❛*❛
<✉❡ ❡0 *❡❛❧♠❡♥&❡ ❡❧ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝✳
❉❡✜♥✐❝✐-♥ ❆✳✽✳ ✭❋✉♥❝✐♦♥❡4 ❞❡ %❡♥❞❡♥❝✐❛ '6♣✐❞❛ ❛ ❝❡'♦✮
❯♥❛ ❢✉♥❝✐'♥ ϕ✱ )❡ ❧❧❛♠❛ ❞❡ .❡♥❞❡♥❝✐❛ /0♣✐❞❛ ❛ ❝❡/♦ ② ❡)❝/✐❜✐/❡♠♦) ϕ
rap→ 0✱ )✐
❡) ❞❡✜♥✐❞❛ ❝♦♠♦✱ ϕ : (−∞,∞)→ R✱ ❞❡ ❝❧❛)❡ C∞ ② .✐❡♥❡ ❧❛ ♣/♦♣✐❡❞❛❞✿
✭❆✳✷✸✮ l´ım
|x|→ 0
ϕ(n)(x)xm ∀n,mN
❈♦♠❡♥%❛'✐♦ ✿
❊❧ ✈❛❧♦* ♥✉❧♦ ❞❡❧ ❧L♠✐&❡ ❛♥&❡*✐♦* 0✐❣♥✐✜❝❛ <✉❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐9♥ ϕ ② &♦❞❛0 0✉0 ❞❡*✐✈❛❞❛0
&✐❡♥❡♥ ❧❛ ♣*♦♣✐❡❞❛❞ ❞❡ &❡♥❞❡* ❛ ❝❡*♦ ♠20 *2♣✐❞♦ <✉❡ ❝✉❛❧<✉✐❡* ❝*❡❝✐♠✐❡♥&♦ ❞❡
❧❛0 ♣♦&❡♥❝✐❛ ❞❡ xn ❝♦♥ n ∈ N, ❝✉❛♥❞♦ |x| ❡0 ♠✉② ❣*❛♥❞❡✳ ●❡♦♠C&*✐❝❛♠❡♥&❡ ❧❛
♣*♦♣✐❡❞❛❞ 0✐❣♥✐✜❝❛ <✉❡ ❧❛ ❣*2✜❝❛ ❞❡ ϕ ② ❧❛0 ❣*2✜❝❛0 ❞❡ &♦❞❛0 ❧❛0 ❞❡*✐✈❛❞❛0 ❞❡
ϕ✱ ♣❛*❛ |x| ♠✉② ❣*❛♥❞❡ 0❡ ❝♦♥❢✉♥❞❡♥ ❝♦♥ ❡❧ ❡❥❡ X✱ ✈❡* ❋✐❣✳ ❆✳✹✳
❋✐❣✉*❛ ❆✳✹✿ ❋✉♥❝✐♦♥❡0 ❞❡ ❞❡❝*❡❝✐♠✐❡♥&♦ *2♣✐❞♦
❈♦♠❡♥%❛'✐♦ ✿
▲❛0 ✐♥&❡❣*❛❧❡0 ✐♠♣*♦♣✐❛0 ❞❡ ❧❛0 ❢✉♥❝✐♦♥❡0✱ ϕ
rap→ 0 ② ❡♥ ❣❡♥❡*❛❧ ❞❡ ❧❛0 ❢✉♥❝✐♦♥❡0
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✹✳ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ✲ ◆♦❝✐♦♥❡0 ❇20✐❝❛0 ✾✸
❞❡*✐✈❛❞❛0 ϕ(n)
rap→ 0✱ n ∈ N 0✐❡♠♣*❡ ❡①✐0&❡♥✱ ♣✉❡0 ♣❛*❛ K > 0 0✉✜❝✐❡♥&❡♠❡♥&❡
❣*❛♥❞❡ ∫ ∞
−∞
ϕ(n)(ξ) d ξ =
∫ K
K
ϕ(n)(ξ) d ξ
❊❧ ❝♦♥❥✉♥&♦ Ω =
{
ϕ |ϕ rap→ 0
}
❝♦♥ ❧❛0 ❧❡②❡0 ✉0✉❛❧❡0 ♣❛*❛ 0✉♠❛ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡0
② ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛❝✐A♥ ♣♦* ❡0❝❛❧❛*❡0✱ ❡0 ❞❡❝✐*✱ ❝♦♥ ❧❛0 ♦♣❡*❛❝✐♦♥❡0 ♣❛*❛ ❢✉♥❝✐♦♥❡0 ❞❡
0✉♠❛0 ❞❡ ✐♠2❣❡♥❡0 ② ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛❝✐A♥ ❞❡ ✐♠2❣❡♥❡0 ♣♦* ❡0❝❛❧❛*❡0✱ ♠20 ❡①❛❝&❛✲
♠❡♥&❡✿
✭❆✳✷✹✮
{
(ϕ+ φ) (ξ) = ϕ(ξ) + φ(ξ)
(αφ) (ξ) = αφ(ξ)
❡0 ✉♥ ❡0♣❛❝✐♦ ✈❡❝&♦*✐❛❧ *❡❛❧✱ ❞♦♥❞❡ α ∈ R, ξ ∈ (−∞ , ∞)✳ ●❡♦♠G&*✐❝❛♠❡♥&❡✱
♣♦❞❡♠♦0 ✐♥&❡*♣*❡&❛* ❧♦0 ✈❡❝&♦*❡0 ❞❡❧ ❡0♣❛❝✐♦ Ω ❝♦♠♦ 0✐♠♣❧❡0 ❝✉*✈❛0 ② H✉❡
❝♦**❡0♣♦♥❞❡♥ ❛ ❧❛0 ❣*2✜❝❛0 ❞❡ ❧❛0 ❢✉♥❝✐♦♥❡0 ϕ(n)
rap→ 0, n ∈ N.
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✾✳ ❉✐*+,✐❜✉❝✐&♥
❈✉❛❧$✉✐❡' ❛♣❧✐❝❛❝✐*♥ ▲✐♥❡❛❧
T : Ω → R
ϕ → T (ϕ)
-❡ ❧❧❛♠❛ ❞✐*+,✐❜✉❝✐&♥✳
■♥&✉✐&✐✈❛♠❡♥&❡✿ ✉♥❛ ❉✐0&*✐❜✉❝✐A♥ ❡0 0✐♠♣❧❡♠❡♥&❡ ✉♥❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐A♥✱ H✉❡ ♣*❡0❡*✈❛
❧❛ 0✉♠❛ ② ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛❝✐A♥ ♣♦* ❡0❝❛❧❛* ❞❡ Ω✱ ② H✉❡ ❛ ❝❛❞❛ ❝✉*✈❛ ❞❡ Ω 0❡ ❧❡ ❛0♦❝✐❛
✉♥ K♥✐❝♦ ❡0❝❛❧❛* ❝♦♠♦ ✐♠❛❣❡♥✳
❖❜*❡,✈❛❝✐&♥✿
◆♦&❛* H✉❡ ♣♦* ❞❡✜♥✐❝✐A♥ dom(T ) = Ω✱ ❡0 ❞❡❝✐*✱ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡ ❧❛0 ❞✐0&*✐❜✉❝✐♦♥❡0
❡0 ❡❧ ❝♦♥❥✉♥&♦ ❞❡ ❧❛0 ❢✉♥❝✐♦♥❡0 ϕ &❛❧ H✉❡ ϕ
rap→ 0, ❞✐❢❡*❡♥❝✐❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❝♦♥
❧❛0 ❢✉♥❝✐♦♥❡0✱ f ✱ ❡♥ ❡❧ 0❡♥&✐❞♦ ❞❡❧ ❈2❧❝✉❧♦ ❉✐❢❡*❡♥❝✐❛❧ ❞♦♥❞❡ dom(f) ⊂ R✱ ♦
❜✐❡♥✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛0♦ ❞❡ ❢✉♥❝✐♦♥❡0 ❞❡ ✈❛*✐❛0 ✈❛*✐❛❜❧❡0 dom(f) ⊂ Rn✳
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✶✵✳
❉♦- ❞✐-2'✐❜✉❝✐♦♥❡- T1✱ T2 ✿Ω→ R -♦♥ ✐❣✉❛❧❡- -✐ ② -♦❧♦ -✐
∀ϕ ∈ Ω, T1(ϕ) = T2(ϕ)
◆A&❡0❡ H✉❡ ❧❛ ✐❞❡❛ ❞❡ ✐❣✉❛❧❞❛❞ ♣❛*❛ ❞✐0&*✐❜✉❝✐♦♥❡0 ❡0 0✐♠♣❧❡♠❡♥&❡✱ ❧❛ ✐❞❡❛ ✉0✉❛❧
♣❛*❛ ❢✉♥❝✐♦♥❡0 ✭0❡ ❛0♦❝✐❛ ❛ ❝❛❞❛ ❡❧❡♠❡♥&♦ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ❧❛ ♠✐0♠❛ ✐♠2❣❡♥✮✳
❉❡✜♥✐❝✐&♥ ❆✳✶✶✳
❙❡❛ a ∈ R✳ ▲❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐*♥ ❉❡❧+❛ ❞❡ ❉✐,❛❝ ❡- -✐♠♣❧❡♠❡♥2❡ ❧❛ ❞✐-2'✐❜✉❝✐*♥
❞❡✜♥✐❞❛ ♣♦'✿
δa : Ω → R
ϕ → δa(ϕ) = ϕ(a)
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆✳✹✳ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ✲ ◆♦❝✐♦♥❡0 ❇20✐❝❛0 ✾✹
❈♦♠❡♥%❛'✐♦ ✿
●❡♦♠6&*✐❝❛♠❡♥&❡✱ ❡❧ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ δa✱ ❡0 ❧❛ ❞✐0&*✐❜✉❝✐:♥ ;✉❡ ❛0♦❝✐❛✱ ❛ ❝❛❞❛
❝✉*✈❛ ϕ ∈ Ω ❧❛ 0❡❣✉♥❞❛ ❝♦♦*❞❡♥❛❞❛ ❞❡❧ ♣✉♥&♦ (a, ϕ(a)) ❞❡ ❧❛ ❝✉*✈❛✳ ◆:&❡0❡ ;✉❡
❡❧ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ♥♦ ❝♦♥0✐❞❡*❛ ♣❛*❛ ♥❛❞❛ ❧❛ ❣*2✜❝❛ ❞❡ ❧❛ ❝✉*✈❛ ϕ ♣❛*❛ ♣✉♥&♦0
❝♦♥ ❛❜0❝✐0❛ x 6= a✱ ✈❡* ❋✐❣✳❆✳✺✳
❋✐❣✉*❛ ❆✳✺✿
❙❛❜❡♠♦0 ;✉❡ ❧❛ ❞✐0&*✐❜✉❝✐:♥ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝ ♥♦ ❡0 ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❡♥ ❡❧ 0❡♥&✐❞♦
♦*❞✐♥❛*✐♦ ❞❡❧ ❈2❧❝✉❧♦✳ ➽◗✉6 0❡♥&✐❞♦ &✐❡♥❡ ✉♥❛ ✐♥&❡❣*❛❧ ;✉❡ ✐♥✈♦❧✉❝*❡ ✉♥ ❉❡❧&❛
❞❡ ❉✐*❛❝❄✳ I❛*❛ *❡0♣♦♥❞❡* ❡0&❛ ♣*❡❣✉♥&❛ ② ✉0❛♥❞♦ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐:♥ ♠✐0♠❛ ❞❡❧ ❉❡❧&❛
❞❡ ❉✐*❛❝ &✐❡♥❡ 0❡♥&✐❞♦ ❞❡✜♥✐*✿
∫ ∞
−∞
δ(x− a)ϕ(x) dx := δa(ϕ) = ϕ(a) ∀ϕ ∈ Ω, a ∈ R
❖❜,❡'✈❛❝✐/♥✿
✶✳ ❈♦♠♦ δa✱ ♥♦ ❡0 ❡♥ ❡❧ 0❡♥&✐❞♦ ✉0✉❛❧ ❞❡❧ ❈2❧❝✉❧♦✱ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐:♥ ❞❡ ✉♥❛ ✈❛*✐❛✲
❜❧❡✳ ▲❛ ✐♥&❡❣*❛❧ ❛♥&❡*✐♦*✱ &❛♠♣♦❝♦ ❡0 ✉♥❛ ✐♥&❡❣*❛❧ ❡♥ ❡❧ 0❡♥&✐❞♦ ♦*❞✐♥❛*✐♦
❞❡❧ ❈2❧❝✉❧♦ ■♥&❡❣*❛❧✳
✷✳ ◆:&❡0❡ ;✉❡ ♣♦* ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐:♥ ❛♥&❡*✐♦*✱ ❡❧ *❡0✉❧&❛❞♦ ❞❡ ❧❛ ✐♥&❡❣*❛❧ ❡0 0✐♠✲
♣❧❡♠❡♥&❡ ❡❧ O♥✐❝♦ ✈❛❧♦* ♣✉♥&✉❛❧ ;✉❡ ❝♦♥0✐❞❡*❛ ❡❧ ❉❡❧&❛ ❞❡ ❉✐*❛❝✱ ❡0 ❞❡❝✐*✱
❧❛ ✐♠❛❣❡♥ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥&♦ a ❞❡ ❧❛ ❢✉♥❝✐:♥ ϕ.
❈♦♥ ❛*❣✉♠❡♥&♦0 ♠20 ❛✈❛♥③❛❞♦0 0❡ ❞❡♠✉❡0&*❛ ;✉❡ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐:♥ ❛♥&❡*✐♦* 0❡
♣✉❡❞❡ ❡①&❡♥❞❡* ❛ ❢✉♥❝✐♦♥❡0 ❝♦♥&✐♥✉❛0 ② 0❡ &✐❡♥❡✿
✭❆✳✷✺✮ si f ∈ C0 ⇒
∫ ∞
−∞
δ(x− a)f(x) dx := δa(f) = f(a) a ∈ R
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
❆♣"♥❞✐❝❡ ❇
)*♦❣*❛♠❛/
❇✳✶✳ #$♦❣$❛♠❛) ♣❛$❛ ❧❛ )❡❝❝✐/♥ ✸✳✷✳✹
 !♦❣!❛♠❛ ❇✳✶✳
❚✐♣♦✿▼❛'❧❛❜
❉❡,❝.✐♣❝✐/♥✿ 1❡.♠✐'❡ ❣❡♥❡.❛. ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ♣❛'./♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛❜❡③❛✱ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦❧♦.
❞❡'❡.♠✐♥❛❞♦ ♣♦. ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ♣✐♥❦✳
✪ ✪ ✪ ❊▲ ❈❖▼❆◆❉❖ )❍❆◆❚❖▼ ●❊◆❊❘❆ ❯◆❆ ■▼❆●❊◆ )❆❚❘0◆
❳❂♣❤❛♥7♦♠✭✺✶✷✮❀
✪ ✪ ✪ ●❊◆❊❘❆ ❯◆❆ ❱❊◆❚❆◆❆ ❉❊ ❋■●❯❘❆
✐♠C❤♦✇✭❳✮❀
✪ ✪ ✪ ●❊◆❊❘❆ ❊▲ ❈❖▲❖❘ ❊◆ ▲❆ ■▼❆●❊◆
❝♦❧♦G♠❛♣✭♣✐♥❦✮❀
 !♦❣!❛♠❛ ❇✳✷✳
❚✐♣♦✿▼❛'❧❛❜
❉❡,❝.✐♣❝✐/♥✿ 1❡.♠✐'❡ ❣❡♥❡.❛. ✉♥❛ ✐♠❛❣❡♥ ✉,❛♥❞♦ n ♣.♦②❡❝❝✐♦♥❡, ❝♦♥ ✉♥ ❝♦❧♦.
❞❡'❡.♠✐♥❛❞♦ ♣♦. ❡❧ ❝♦♠❛♥❞♦ ♣✐♥❦✳
✪ ✪ ✪ ❘❊❈❖◆❙❚❘❯❈❈■0◆ ❯❙❆◆❉❖ ◆ )❘❖❨❊❈❈■❖◆❊❙
♥❂✐♥♣✉7✭✬✐♥❣G❡C❛ ❡❧ ♥O♠❡G♦ ❞❡ ♣G♦②❡❝❝✐♦♥❡C✿ ♥❂ ✬✮❀
❤❂✶✽✵✴♥❀
7❤❡7❛❂❬✵✿❤✿✶✽✵❪❀
❬❘✱❛❪❂G❛❞♦♥✭❳✱7❤❡7❛✮❀
✪ ✪ ✪ ●❊◆❊❘❆ ❯◆❆ ❱❊◆❚❆◆❆ ❉❊ ❋■●❯❘❆
✐♠C❤♦✇✭✐G❛❞♦♥✭❘✱❤✮✮
✪ ✪ ●❊◆❊❘❆ ❊▲ ❈❖▲❖❘ ❊◆ ▲❆ ■▼❆●❊◆ ❈❖◆ ▲❆ ❇❆❘❘❆ ❉❊ ❈❖▲❖❘❊❙ ✪ ✪ ✪
❊❞✇✐♥ ❈❤'✈❡③ ❘✳
✾✺
❇✳✷✳ #$♦❣$❛♠❛) ♣❛$❛ ❡❧ ❝❛♣./✉❧♦ ✹ ✾✻
❝♦❧♦#♠❛♣✭♣✐♥❦✮❀ ❝♦❧♦#❜❛#❀
❇✳✷✳ #$♦❣$❛♠❛) ♣❛$❛ ❡❧ ❝❛♣./✉❧♦ ✹
❇✳✷✳✶✳ $%♦❣%❛♠❛* ♣❛%❛ ,♦♠♦❣%❛❢.❛ *✐♠✉❧❛❞❛
 !♦❣!❛♠❛ ❇✳✸✳
❚✐♣♦✿▼❛'❧❛❜
❉❡,❝.✐♣❝✐/♥✿ ❍❛❝❡ ❧❛, ✐'❡.❛❝✐♦♥❡, ♣❛.❛ ♠♦,'.❛. ❧❛ .❡❝♦♥,'.✉❝❝✐/♥ ❛❧❣❡❜.❛✐❝❛✱
,❡ ❣✉❛.❞/ ❝♦♥ ❡❧ ♥♦♠❜.❡ /♦♠♦❣$❛❢.❛✳♠✱ ,❡ .❡,❛❧'❛ ❡❧ ♥♦♠❜.❡ ♣✉❡, ❡❧ ♣.♦❣.❛♠❛
✭❇✳✹✮ ❤❛❝❡ ✉,♦ ❞❡ ❡,'❡ ♣.♦❣.❛♠❛✱ ❧♦, ❞❛'♦, ❞❡ ❡♥'.❛❞❛ ,♦♥ ~x0 ② ❡❧ ♥>♠❡.♦ ❞❡
✐'❡.❛❝✐♦♥❡, n✱ ❛..♦❥❛ ❝♦♠♦ .❡,♣✉❡,'❛ ❧❛ ✐'❡.❛❝✐/♥ ~xn✱ ♣❛.❛ ❝♦..❡.❧♦ ✐♥❣.❡,❛♠♦,
x = zeros(9, 1) ② ❡❧ n ❞❡,❡❛❞♦✳
✪ ✪ ❈0❧❝✉❧♦2 ❞❡❧ ❡①♣❡#✐♠❡♥6♦ ✏6♦♠♦❣#❛❢:❛ 2✐♠✉❧❛❞❛✑
■❢❂✐♥♣✉6✭✬■♥❣#❡2❛ ❧❛ ✐♥6❡♥2✐❞❛❞❡2 ❢✐♥❛❧❡2 ■❢ ❂ ✬✮❀
①❂✐♥♣✉6✭✬✐♥❣#❡2❛ ❧❛ ❛♣#♦①✐♠❛❝✐?♥ ✐♥✐❝✐❛❧ ①❂✬✮❀
♥❂✐♥♣✉6✭✬❉❛ ❡❧ ♥A♠❡#♦ ❞❡ ✐6❡#❛❝✐♦♥❡2 B✉❡ 2❡ ❞❡2❡❛ #❡❛❧✐③❛# ♥❂✬✮❀
✐❂✶❀
✇❤✐❧❡ ✐❁❂♥
❜❂✲♦♥❡2✭✶✵✱✶✮✬✰✭■❢✮✳ ✭̂✲✶✮❀
▲✶❂❬✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✶✮✲▲✶✯①✮✯▲✶✬✴✭▲✶✯▲✶✬✮❀
▲✷❂❬✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✷✮✲▲✷✯①✮✯▲✷✬✴✭▲✷✯▲✷✬✮❀
▲✸❂❬✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶❪❀ ①❂①✰✭❜✭✸✮✲▲✸✯①✮✯▲✸✬✴✭▲✸✯▲✸✬✮❀
▲✹❂❬✶ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✹✮✲▲✹✯①✮✯▲✹✬✴✭▲✹✯▲✹✬✮❀
▲✺❂❬✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✺✮✲▲✺✯①✮✯▲✺✬✴✭▲✺✯▲✺✬✮❀
▲✻❂❬✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✶❪❀ ①❂①✰✭❜✭✻✮✲▲✻✯①✮✯▲✻✬✴✭▲✻✯▲✻✬✮❀
▲✼❂❬✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✼✮✲▲✼✯①✮✯▲✼✬✴✭▲✼✯▲✼✬✮❀
▲✽❂❬✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✽✮✲▲✽✯①✮✯▲✽✬✴✭▲✽✯▲✽✬✮❀
▲✾❂❬✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶❪❀ ①❂①✰✭❜✭✾✮✲▲✾✯①✮✯▲✾✬✴✭▲✾✯▲✾✬✮❀
▲✶✵❂❬✵ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵❪❀ ①❂①✰✭❜✭✶✵✮✲▲✶✵✯①✮✯▲✶✵✬✴✭▲✶✵✯▲✶✵✬✮❀
✐❂✐✰✶❀
❡♥❞
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